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Nun haben die Matrizen A (8.8.6) des Buneman-Verfahrens die glei-
chen Eigenvektoren x; wie A (8.8.2c). Also konnen wieder Fouriertechniken
verwendet werden, um die reduzierten Systeme Mz = b zu 16sen,
die in (8.8.7), 1)b) vorkommen. Man kann auf diese Weise ein kombiniertes
Verfahren konstruieren, das aus / Reduktionsschritten vom Buneman-Typ,
r=1,2,...,1, und der anschlieBenden Losung von Systemen niedrigerer
Ordnung durch Fouriermethoden besteht. Dies fiihrt auf den FACR(7)- Algo-
rithmus von Hockney (1969) (FACR: Fourier analysis and cyclic reduction).
Swarztrauber (1977) konnte zeigen, dal man bei einer geeigneten Wahl von
[ ein Verfahren erhilt, das nur O (N? log, log, N) Operationen benétigt, um
das Poisson-Problem auf einem N x N-Gitter mit p = ¢ = N = 2k — 1
zu 6sen.

In der vorliegenden Form dienen die Verfahren zur Losung des diskre-
tisierten Dirichletschen Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung auf
einem Rechteckgebiet. Es gibt Varianten der Verfahren zur Losung analo-
ger Randwertprobleme fiir die Helmholtzgleichung oder die biharmonische
Gleichung auf Rechtecksgebieten.

Reduktionsverfahren mit noch besseren Stabilititseigenschaften zur Lo-
sung solcher Probleme wurden von Schréder, Trottenberg und Reutersberg
(1973, 1976) angegeben und eingehend untersucht. Es gibt ferner kompli-
ziertere Versionen dieser Verfahren zur Losung der entsprechenden diskre-
tisierten Randwertprobleme fiir Nichtrechtecksgebiete [s. Buzbee und Dorr
(1974), Buzbee et al. (1971), Proskurowski und Widlund (1976), O’Leary
und Widlund (1979)]. Wahrend diese Verfahren direkt, also nichtiterativ
sind, gibt es mittlerweile leistungsfihige Iterationsverfahren mit erheblich
verbesserten Konvergenzeigenschaften. Zu ihnen gehoren die Mehrgitterver-
fahren, deren Prinzipien wir im nichsten Abschnit kurz erldutern wollen,
und die modernen Gebiets-Zerlegungs-Methoden: Hier sei der Leser auf
die Spezialliteratur verwiesen, etwa Chan, Glowinski, Periaux und Widlund
(1989); Glowinski, Golub, Meurant und Periaux (1988); Keyes und Gropp
(1987).

8.9 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren gehoren zu den leistungsfahigsten Verfahren, um die
linearen Gleichungssysteme zu 16sen, die man bei der Diskretisierung von
Differentialgleichungen erhilt. Wir wollen hier nur die Grundideen dieser
vielseitigen und variantenreichen Verfahren in einer sehr einfachen Situation
studieren, was aber schon die wesentlichen Prinzipien klar werden 1aBt. Fiir
eine eingehende Behandlung muB auf die Spezialliteratur verwiesen werden,
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z.B. Brandt (1977), Hackbusch und Trottenberg (1982), insbesondere auf
die Monographie von Hackbusch (1985). Unsere Darstellung schlie3t sich
an Briggs (1987) an. Anstelle von Randwertproblemen fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen, wo die Stirke von Mehrgitterverfahren erst recht zum
Tragen kommt, betrachten wir hier als Modellproblem nur die Randwert-
aufgabe [vgl. (7.4.1)]

—y'(x) =f(x) fiirx € 2 :=(0,7),
y(0) =y(r) =0,

fiir eine gewohnliche Differentialgleichung, die als eindimensionales Ana-
logon des zweidimensionalen Modellproblems (8.4.1) anzusehen ist. Die
iibliche Diskretisierung mit einer Schrittweite 7 = m/n fithrt zu einem

8.9.1)

eindimensionalen Gitter 2, = {x; = jh | j = 1,...,n =1} C £ und
schlieBlich zu einem linearen Gleichungssystem
(8.9.2)
2 -1 0 fxp)
-1 2 - f(x2)
Aptty = fo,  Api= 3 ' s Sh= . :
0 —1 2 f(xn—l)
fiir einen Vektor u;, = [up.1, . ..,uh;n,l]T von Niherungswerten uy,; ~

y(x;) fiir die exakte Losung y auf dem Gitter £2;,. Der Index & deutet auch
an, daB3 u;, und f;, als Funktionen auf dem Gitter §2;, aufzufassen sind: Die
Jj-te Komponente u,.; von uy 146t sich so auch als Wert der Gitterfunktion
up(x) fir x = x; € £2, schreiben, u;,; = u;(x;), was wir gelegentlich tun

werden. Die Matrix A, ist eine (n — 1)-reihige Matrix, deren Eigenwerte A(k)

(k)

und Eigenvektoren z,” explizit angegeben werden kénnen [vgl. Abschnitt

8.4]:
2 :—[sinkh sin2kh, ..., sin(n — D)kh]",
(8.9.3) h 2
Kik)i *4 n27 ﬁ(l—coskh), k=1,2,...,n—1.

Dies bestitigt man leicht durch Verifikation von A;,z(k) Azk) ,(f), k=1,

, n — 1. Die Vektoren zh) besitzen die euklidische Norm ||z(k)|| =./n/2
und sind orthogonal zueinander [Satz (6.4.2)].

Betrachtet man die Komponenten sin th = sin % AT der Vektoren 2y
auf den Gitterpunkten x; von £2;, fir j =1, ..., n — 1 so sieht man, daB
die z® = z\® mit wachsendem k = 1, ..., n — 1 Schwingungen wachsen-
der ,,Frequenz“ k beschreiben: Die Frequenz k gibt gerade die Anzahl der
Halbwellen auf 2, an (s. Fig. 24 firn =6, k = 1).

(k)
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14

0.51
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—0.5+

Fig. 24. Die Gitterfunktion 7.

Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir gelegentlich den Index
h fort, wenn es klar ist, zu welchen Schrittweiten & bzw. Gittern §2,, die
Vektoren und Matrizen u = uy, f = fi, A = A, gehdren.

Eine der Motivationen fiir Mehrgitterverfahren liegt in dem Konvergenz-
verhalten der iiblichen Iterationsverfahren (8.1.7), (8.1.8) zur Losung von
Au = f. Wir wollen dies fiir das Jacobi-Verfahren (8.1.7) néher studieren.
Die Standardzerlegung (8.1.5), (8.1.6)

2
Ap =Dy —Jy), Dp= ﬁl’

von A = A, fiihrt zu der (n — 1)-reihigen Matrix

0 1 0
h? 11 0
J=lh=1——A == '
" 27" T2 ST
0 10

und der Iterationsformel des Jacobi-Verfahrens
. K2
D — gp@ 4 Ef’

das eine Folge v (= v,(f)) von Néherungsvektoren fiir die exakte Losung
u = uy, von (8.9.2) erzeugt. Der Fehler ¢ := v® — u geniigt dann der
Rekursionsformel

D — Jol) — Jitl O

Die Iterationsmatrix J = J, = I — %zAh besitzt die Eigenwerte
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h2
M<k>=u§,">=1—7x,ﬁ">=coskh, k=1,...,n—1,

und die gleichen Eigenvektoren z¥ = 7\ wie A,. Wir analysieren das
Verhalten des Fehlers e¢ nach einem Iterationsschritt ¢ = ¢ = Je und

zerlegen dazu e nach den Eigenvektoren von J = J, [s. 6.6.3]
e=pzV 4+ ppaz”Y.

Hier gibt das Gewicht p; an, wie stark die Schwingung der Frequenz k an
e beteiligt ist. Es folgt

(O]

e=pin V2 + .+ o u 0.
Wegen 1 > u® > @ > ... > p0=0 = ;M 5 _1 folgt, daB alle
Frequenzen k = 1, 2, ..., n — 1 von e geddmpft werden, jedoch in unter-

schiedlichem Mafle: Die extremen Frequenzen mit k = 1 und k = n — 1
werden am schlechtesten geddmpft, die mittleren mit k ~ 5 dagegen sehr
gut.

Durch Einfithrung eines geeigneten Relaxationsfaktors w in die Itera-
tionsmatrix 146t sich das Dampfungsverhalten fiir die hohen Frequenzen
k mit % < k < n — 1 erheblich verbessern. Dazu betrachten wir das
geddmpfte Jacobi-Verfahren (8.1.3), (8.1.4), (8.1.7) das zu der Zerlegung
A=A, =B—(B—A)mit B := (1/w)D gehort und zu den Iterationsfor-
meln

(8.9.4) VD = J (@)@ + %hzf

mit der Matrix J,(w) = J(w) := (1 — w)] + wJ fiihrt. Fiir o = 1 erhilt
man das urspriingliche Jacobi-Verfahren zuriick, J(1) = J. J(w) besitzt
offensichtlich die Eigenwerte

(8.9.5)

., kh
u}lk)(w)=,u,(k)(w) =1 —a)+wu(k) =1 —2a)sm27, k=1,...,n—1,

und wieder die Eigenvektoren z® = z*.

Ein Iterationsschritt transformiert den Fehler folgendermafBien:

n—1 n—1

(8.9.6) e=Y pP¥=e=Te=)Y pu®(@:z".
k=1 k=1
Wegen |[u®(w)] < 1 firalle 0 < w <1,k =1, ..., n— 1, werden

fiir 0 < w < 1 alle Frequenzen des Fehlers geddmpft. Jedoch kann man
es bei passender Wahl von w erreichen, dafl die hohen Frequenzen k mit
5 <k <n — 1 besonders stark geddmpft werden: Fiir ® = wy := 2/3 wird
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max_|u® ()|
5 <k<n-—1
minimal, und es gilt dann |u®(w)| < 1/3 fir 4 < k < n — 1: Man
beachte, daBl dieser Dampfungsfaktor 1/3 fiir die hohen Frequenzen nicht
von h abhingt, wihrend nach wie vor max; |u®(w)| = uP@w) = 1 —
2w sin’(h /2) = 1 — O(h?) fiir kleines i | 0 gegen 1 konvergiert, also auch
das gedidmpfte Jacobi-Verfahren fiir # | 0 immer schlechter konvergiert
[vgl. die Diskussion in Abschnitt 8.4].

Ein Nachteil des geddmpften Jacobi-Verfahrens ist es, dall es von einem richtig
zu wihlenden Parameter w abhéngt. In der Praxis zieht man parameterunabhéngige
Iterationsverfahren vor. Ein solches Verfahren ist das Gauf-Seidel-Verfahren (8.1.8),
das zu der Zerlegung

0O ... ... 0
Ap = Dy — Ej — Fp, E/,:FhTizf ) - R
0 ... 10
von Ay gehort. Man erhilt die Tterierte v¥+D aus v durch Lésung der linearen

Gleichungen . .
(Ap = E D — B = fi.

Man kann zeigen, dall das GauB3-Seidel-Verfahren dhnliche Dampfungseigenschaften
wie das geddmpfte Jacobi-Verfahren besitzt. Da die Theorie des geddmpften Jacobi-
Verfahren einfacher ist, beschranken wir uns im folgenden auf die Analyse dieses
Verfahrens.

Durch relativ wenige Schritte des geddmpften Jacobiverfahrens kann
man eine Iterierte v = v(’) finden, deren Fehler

() (@) @) (1) @) (=1
l — vhl _pll Zh + +pnl l h]’l

praktisch keine hochfrequenten Anteile mehr enthilt,

max 10| < max [p"].

n/2<k<n

Hier setzt nun eine weitere Uberlegung an: e,(f) ist Losung des Glei-
chungssystems Ahez = r}(l’), wobei r;l’) = fn— Ay v}(l’) das Residuum von

v\ ist. Mit e\ enthilt auch die Zerlegung von

(1) Z P/El))n(k) (k)

kaum noch hochfrequente Anteile. Nun kann man ,langwellige” Gitter-
funktionen g, auf £2), recht gut durch eine Gitterfunktion g, auf dem
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groberen Gitter $2,, = {j -2h | j = 1,2, ,% — 1} (wir setzen hier
voraus, daB n eine gerade Zahl ist) mit Hilfe eines Projektionsoperators 1"
approximieren:

1
1 1 2 1
g i=1"gn, 1) = 1
1 21
Dabei ist I;" eine (4 — 1) x (n — 1)-Matrix: FaBt man g, als Funktion

auf £, und gy, als Funktion auf dem ,,groben Gitter £2,, auf, so erhilt
man g, durch Mittelung

1 2 1
82n(J - 2h) = 78n(Q2] = Dh) + 780 (2j - 1) + 781 (2] + Dh)

fir j=1,..., 5 —1(s. Fig. 25 fir n = 6).
3 o] o
| AN
y o = gh \\
14 L, = G2n
/// o

Fig. 25. Projektion durch Mittelung.

Anstelle des oben beschriebenen Mittelungsoperators konnte man auch den ein-
facheren Projektionsoperator

0 1 0
wihlen, der der Funktion g5, auf £2; die Funktion gp;, = I}fh gy mit
gn(j-2h):=gnj-h), j=1,...,=-—1,

auf 275, zuordnet. Wir werden diese Mdglichkeit aber nicht weiter diskutieren.
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Umgekehrt kann man mit Hilfe eines Interpolationsoperators Izhh jede
Gitterfunktion g,;, auf dem groben Gitter £2,, durch Interpolation zu einer
Gitterfunktion g, = Izhh g2, auf dem feinen Gitter £2,, fortsetzen, wenn man
1}, z.B. definiert durch:

_1 -—
2
1 1
T ’
1
2
L 1

Dabei ist I ) €ine (n —1) x (5 — 1)-Matrix, g;, wird durch Interpolation
aus gy, erhalten (g2,(0) = gos (n) =0),dhfirj=1...,n—1gilt

g (4 - 2h) falls j gerade,

gn(jh) == o .
{ S8 (5 - 2h) + Sgon(S5+ - 2h)  sonst.

(s. Fig. 26 fiir n = 6).

2_
/ T
1 ©=gn \
_gzh O,
1 T2 T3 T4 T

Fig. 26. Fortsetzung durch Interpolation.

Die einfachste Form eines Mehrgitterverfahrens besteht nun darin, im
Anschlufl an eine Reihe Glattungsschritte mlt dem gedampften Jacobi-

Verfahren (8.9.4), die eine Niherungslosung vh von Ajuy, = f, mit dem

Fehler e,(zl) und dem Residuum rh) liefern, das Residuum rh(’) = rz(lh) =

I}%hr;(f) auf das grobere Gitter §2,, zu projizieren, dann das lineare Glei-
chungssystem

Az = —ry,
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»auf dem groben Gitter” zu 16sen und schlielich die Losung egh) = é,(j) =
()

Izhhegh) auf das feine Gitter §2, fortzusetzen. Man erwartet dabei, dal3 ¢,

jedenfalls dann eine recht gute Approximation fiir die Ldsung e,(f) von
Ahe,(f) = —r;Ei) ist, falls e,(li) eine ,langwellige* Gitterfunktion ist, und dal3
deshalb v}(fﬂ) = v,(f) — é,(j) eine sehr viel bessere Approximation fiir die
Losung uy, ist als v}(f).

Insgesamt erhalten wir so ein einfaches Zweigitterverfahren (ZG), das

aus einer gegebenen Néherungslosung v,(f) von Aju, = f; die nichste
Naherungslosung v}(l’H) =Z G(v,(l’)) nach folgender Vorschrift erzeugt:

(8.9.7) Zweigitterverfahren: Sei v, ein Gittervektor auf §2y,.

1) (Gldttungsschritt) Fiihre v Schritte des geddmpften Jacobi-Verfahrens
(8.9.4) mit w = wy := 2/3 und dem Startvektor vy, durch. Das Resultat
sei der Vektor wy, mit dem Residuum ry, := f, — Awy,.

2) (Projektionsschritt) Berechne ry;, := I}%hrh.
3) (Grobgitterlosung) Lose Aypery = —rop.
4) (Interpolation und Feingitterkorrektur) Setze ZG(vy) := wy, — I, eap.

In unserem einfachen Modellproblem koénnen wir das Verhalten des Fehlers
ep ‘= vh—uh—>éh = Eh—uh

in einem Iterationsschritt v, = v, := ZG(v,) von (8.9.7) verhiltnismi-
Big leicht analysieren. Nach den v Dampfungsschritten gilt fiir den Fehler
dy = wy, — uy, von w;, wegen (8.9.6)

dy = J(wo)’en, rn=—Apdy =—ApJ(w0)"ep.
Weiter findet man aus (8.9.7),
Agpery = —ry = —1r, = 1 Ayd,,
en = vy —up, = dj — I3 e,
ohne Miihe die Formel
(8.9.8) e =(I - I;hAZhllﬁhAh)dh
=Cy - J(wo)"en
mit der (n — 1) x (n — 1)-Matrix
Cp=1—I3A TP A,

Um die Fortpflanzung der einzelnen Frequenzen in e;, nach ¢, zu studieren,

bengtigen wir Formeln fiir die Abbildung Cj,z\" der Eigenvektoren z\ von
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Aj,. Mit den Abkiirzungen c¢; := cos?(kh/2), s := sinz(kh/2), k' :=n—k,
verifiziert man sofort durch einfaches Nachrechnen

(k) . n
(8.9.9) o Lo frk =1, "’5‘1’
—spzl) fiirk =12 —1
k'Z2n d et L

Dabei sind die zg;l), 1 <k < n/2, gerade die Eigenvektoren von A;, zu den
Eigenwerten

4 1
20— sin® kh = — sin® kh

T (2h)? h?
[s. (8.9.3)], so daB
1 n
Alz(k)_ (k)’ k=1,2,,,,,7—1,
2h <2h )Lg;l) 2on P
Ebenfalls durch Nachrechnen zeigt man
(8.9.10) 2% =z — 52 k=1,2,..., g —1.

Durch Kombination dieser Resultate erhdlt man firk =1, 2, ...,

2 k k 2k
Ly, A3, IhhAhZ( )= )‘( )IZhAZh L' ( )

_ 1 (k)
= ’\h Ck12hA2h 2on

= T(k) CkIZhZZh

— Sk Zh ))

Unter Verwendung von
M) hsin’kh/2 4g

W Lsin’kh sin?kh’

1
Ceske = 5 sin® kh,

bekommt man schlieBlich fir k = 1,2, ..., 5 — 1
(8.9.11) CrnzlP = (1 =1, A5 17 AP = 51z + 5120,

Auf die gleiche Weise berechnet man auch die Wirkung von C, auf die
»hochfrequenten® Vektoren z(k ).

(8.9.12) Chz;lk = ckzg() + ckz;lk), k=1,..., g
Wir konnen nun folgenden Satz zeigen:
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(8.9.13) Satz: Wihlt man v = 2, wy = 2/3, so gilt nach einem Schritt von
(8.9.7) fiir die Fehler e, := v, —uy, e, := v, —uy, von v, und v, := ZG(vy)
die Abschdtzung

llenlla < 0.782 lexl2.

Das Zweigitterverfahren liefert also Vektoren v,(,j oz G(v,(lj )), deren
Fehler e/’ = v’ —u,, mit einer von h unabhingigen Konvergenzrate gegen
0 konvergieren,

. o
les 112 < 0.7827 e\ 1,.

Dies bemerkenswert, weil die Konvergenzraten aller bisher behandelten Ite-
rationsverfahren [vgl. Abschnitt 8.4] von A abhingen und fiir # | 0 immer
schlechter werden.

Beweis: Der Fehler ¢, = v, — u;, besitze die Zerlegung

1 -1
e, = plZ;l) + .. +,0nle§ln ).

Wir haben bereits gesehen (s. (8.9.5)), daBB J(wg) ebenfalls die Eigenvek-

toren z;lk) zu den Eigenwerten pL;,k) (wo) =1 —-2wos1, k=1, ..., n—1,
besitzt. Nach Wahl von wy gilt dann fir k =1, ..., 5, kK" :=n—k
* *) 1
[y, (o)l < 1, |y (wo)| < 3

Aus (8.9.6), (8.9.11) und (8.9.12) folgt fir k = 1, ...,

k k k k' k k'
Cd (@0)'z = (1} (@0)) " (sez” + sizp ) =2 a2y + 2,

k' k' v k k' k k'
Cid (@0)"z)) = () (@0))" (exzy) + cxzy ) =2 Bz + 25 ),

wobei fiir die oy = (u}lk) (w0))"sk, B = (y,ﬁlk/) (wp))"ci die Abschitzungen

S

1 1 )
|ak|§sk§§, |ﬂk|§§ fiir k=1,---,§

gelten. Damit erhdlt man fiir den Fehler (8, := 1/2, sonst §; :=1)
en = CpJ (wp)" ey,

n/2

=Y sulpven + o B+ 240).
k=1

Wegen der Orthogonalitit der z\ und [|z” |2 = n/2 firk=1,...,n—1
erhélt man die Abschitzung
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n/2
lenll® = [Z 8PP} + OB + 2o B |

n/2
< n[z 8u(PF} + OB + (0} + PRl i) |

n/2

)Y 8k(pf + )
k=1

1
< —
T

—<1+1>|| I
— el

Fiir v = 2 folgt daraus die Behauptung des Satzes. O

Fiir das Zweigitterverfahren stellt sich das Problem, wie man in Schritt
3) von (8.9.7) das lineare Gleichungssystems Ajnez, = —ry; auf dem
groberen Gitter §2,;, 16st. Hier liegt die Idee nahe, das Zweigitterverfah-
ren auch zur Losung dieses Systems zu verwenden unter Benutzung von
Losungen von Gleichungen auf dem nichstgroberen Gitter 24, usw. Man
erhilt so Mehrgitterverfahren im engeren Sinne. Als einen wesentlichen Be-
standteil der verschiedenen denkbaren Verfahren dieses Typs beschreiben
wir hier noch den sog. Mehrgitter-V-Zyklus, der in jedem Schritt zur Losung
von Aju, = f;, auf dem feinsten Gitter £2,, alle Gitter

Qh—)92h—)-~-—>92/‘h—)92/‘—1h—>"~—>Qh

der Reihe nach besucht. Der Name V-Zyklus riihrt daher, da3 man zunéchst
vom feinsten zum grobsten Gitter ,,absteigt und dann wieder zum feinsten
Gitter ,,aufsteigt. Wihrend eines V-Zyklus wird eine Niherungslosung vy,
von Ayu = fj, durch eine neue Niherungslosung

vy < AIV%(vh,jL)
ersetzt, wobei die Funktion MV}, (v, f5) rekursiv definiert ist durch

(8.9.14) Mehrgitter-V-Zyklus: Gegeben vy, fy,. Setze H := h.
1) Wende v-mal das gedimpfte Jacobi-Verfahren (8.9.4) (mit v = wy =
2/3) zur Losung von Agu = fy mit dem Startvektor vy an und be-
zeichne das Resultat wieder mit vy.

2) Falls H = 2/ h, fahre fort mit 4). Andernfalls setze
fu = (fu — Apvn),  vaw = MVag (0, fon).

3) Berechne vy := vy + I vap.

4) Wende v-mal (8.9.4) zur Losung von Ayu = fy ausgehend vom Start-
wert vy an und nenne das Ergebnis wieder vy.
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Weitere Varianten sind in der Literatur beschrieben und analysiert wor-
den [s. z. B. Brandt (1977), Hackbusch und Trottenberg (1982), Hackbusch
(1985), McCormick (1987)]. Fiir die effektivsten unter ihnen kann man
unter sehr allgemeinen Bedingungen zeigen, daB sie zur Losung von Dis-
kretisierungsgleichungen wie A,u;, = f; mit N Unbekannten nur O(N)
Operationen bendtigen, um eine Naherungslosung v, zu finden, deren Feh-
ler |lvy — upll = O(h*) von der GroBenordnung des Diskretisierungsfeh-
lers max,egq, [[y(x) —up(x)|| = t(h) = O (h?) ist [vgl. Satz (7.4.10)]. Da
die exakte Losung u; der diskretisierten Gleichung A,u;, = f sich von
der exakten Losung y(x) des urspriinglichen Problems (8.9.1) durch den
Diskretisierungsfehler 7(h) unterscheidet, hat es keinen Sinn, ein v, mit
lvp — upll < t(h) zu bestimmen.

Fiir das einfache Zweigitterverfahren (8.9.7) konnen wir mit Hilfe von
Satz (8.9.13) ein etwas schwicheres Ergebnis zeigen: Wegen N = n—1 und
h* = 7% /n? erfordert dieses Verfahren nach (8.9.13) j = O(In N) Iteratio-
nen, um z. B. aus der Startldsung v;lo) =0 ein v;l’) mit ||U;(,J) —uyl = O
zu berechnen. Da die Losung des tridiagonalen Gleichungssystems in Schritt
3) von (8.9.7) O(N) Operationen erfordert, benotigt (8.9.7) insgesamt
O(N In N) Operationen, um eine Losung akzeptabler Genauigkeit zu be-
stimmen.

8.10 Vergleich der Iterationsverfahren

Zum Vergleich der Verfahren aus diesem Kapitel betrachten wir den Re-
chenaufwand, den diese Verfahren bei der Losung des folgenden Randwert-
problems

—Uyy —Uyy Y XU+ Y YU, +Ou=Ff 8, y Konstante,
(8.10.1) u(x,y) =0 for (x,y) € 952,
:={xyIl0=<xy=<1}

auf dem Einheitsquadrat £2 des R? erfordern.

Fiir § = y = 0 erhalten wir das Modellproblem von Abschnitt 8.4. Wie
dort approximieren wir das Problem (8.10.1) durch Diskretisierung: Wir
wihlen eine Schrittweite & = 1/(N + 1), Gitterpunkte (x;, y;) := (ih, jh),
i, j=0,1,..., N+ 1, und ersetzen die Ableitungen u,,, uyy, i, u, in
(xi, ¥;), i, j =1, ..., N, durch zentrale Differenzen:

Auij — Uig1j — Uim1,j — Ui j41 — Ui j1
h? ’
Ujj+1 — Ujj—1

2h

_uxx(xh yj) - uyy(xis yj) R

Uitl,j —Ui-1,j

o s uy(xg, y) &

ux(xi, yj) ~



