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Cl. Statica

Definizione di fluido

Un fluido & un materiale che non & in grado di sopportare sforzi di taglio, quando & in quiete
o0 in moto con velocita uniforme in un sistema di riferimento inerziale (invarianza galileiana).
I fluidi “ordinari” sono isotropi, cioe sono indipendenti dall’orientazione nello spazio. Un
fluido isotropo in quiete & quindi caratterizzato da uno stato di sforzo idrostatico,

TG = —pI | (1.1)

avendo indicato con T il tensore degli sforzi in quiete, p la pressione all’interno del fluido
e I il tensore identita. Il vettore sforzo t,, agente su una superficie di fluido con normale 72
si ottiene tramite il teorema di Cauchy per i mezzi continui

t,=n-T, (1.2)
che lega il vettore sforzo al tensore degli sforzi tramite il versore normale alla superficie
considerata, e che nel caso di fluido in quiete, diventa

ts) —

n

S

T = —phy (1.3)

Per il principio di azione e reazione, lo sforzo agente su un materiale a contatto con un
fluido e di intensita uguale e direzione opposta. La risultante R delle forze agenti su
un volume di fluido V' ¢ data dalla somma dell’integrale su V' delle forze di volume f e
dell’integrale sulla superficie S, contorno del volume V', del vettore sforzo t,,

R:Af+ﬁm. (1.4)

Equazione di equilibrio: forma integrale e differenziale
Un sistema meccanico € in equilibrio quando la risultante delle forze esterne e la risultante
dei momenti esterni agenti sul fluido sono nulle,

{0 — Re=t

o apet (1.5)
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Per un mezzo continuo non polare, € possibile dimostrare che 'equilibrio ai momenti si
riduce alla condizione di simmetria del tensore degli sforzi. L’equilibrio delle forze agenti
su un volume di fluido V in quiete, delimitato dalla superficie 9V = S, soggetto a forze
per unita di volume f in V e forze per unita di superficie t,, = —pn su S diventa

OzRe“:/Vf—k]gtn:/Vf—}épﬁ. (1.6)

La condizione appena ottenuta ¢ una condizione di equilibrio integrale, per I'intero
volume fluido V. Se il campo di pressione p & sufficientemente regolare, & possibile applicare
il teorema del gradiente (?7) all’integrale di superficie e raccogliere i termini a destra
dell’'uguale sotto un unico integrale di volume V,

0= [ (t-Vn) . a7

Poiché la condizione di equilibrio deve essere valida indipendentemente dal volume V
considerato, imponendo che l'integranda sia identicamente nulla, si ottiene ’equazione di
equilibrio in forma differenziale

f(r)=Vp(r)=0, (1.8)

dove ¢ stata esplicitata la dipendenza dei campi f, p dall coordinata spaziale . Nel caso in
cui sia noto il campo di forze di volume f all’interno del dominio considerato, I’equazione
differenziale alle derivate parziali (1.8), con le opportune condizioni al contorno, permette
di calcolare il campo di pressione p(r).

Legge di Stevino

La legge di Stevino descrive il campo di pressione come funzione della quota, nelle vicinanze
della superficie terrestre. La legge di Stevino viene ricavata dall’integrazione dell’equilibrio
in forma differenziale (1.8), nel caso in cui le forze di volume siano dovute alla gravita
f = pg = —pgZ, avendo indicato con p la densita del fluido e avendo introdotto un sistema
di riferimento cartesiano con ’asse z verticale e diretto verso ’alto

Vp+pgz = 0. (1.9)

Usando un sistema di riferimento cartesiano, nell’ipotesi di essere sufficientemente vicino
alla terra e di poter considerare il campo vettoriale g uniforme e diretto verso il basso,
¢ possibile integrare le componenti cartesiane dell’equazione precedente per ottenere il
legame tra la densita e la pressione del fluido

{819/396 =0p/Oy=0 — p=p(z)

Op/dz = —pg —  dp(2)/dz = —pg . (1.10)

Risulta ora chiaro che & necessaria una condizione al contorno del tipo p(zy9) = pg. Nel-
Iipotesi che la densita p e la forza di gravita siano costanti, la legge di Stevino diventa

p(2) + pgz = po = cost , (1.11)

avendo imposto la condizione al contorno in zyg = 0. Nel caso in cui la densita non sia
costante, ma che dipenda dallo stato termodinamico, per risolvere il problema e necessaria
I’equazione di stato del fluido.



Legge di Archimede. Forza di galleggiamento

Un corpo immerso in fluido riceve dal basso verso ’alto una spinta uguale al peso della
massa del fluido spostato. Su un corpo di volume Vi, immerso completamente in un fluido
di densita py, agisce una forza (di Archimede o di galleggiamento)

Faren, = — /V prg = —psbVs . (1.12)

La legge di Archimede vale per un sistema immerso nel campo di gravita g, uniforme
in spazio. Il termine sotto segno di integrale coincide con il gradiente del campo di
pressione. Forze di galleggimento nascono su un corpo immerso in un fluido in cui c¢’¢ un
gradiente di pressione: se il gradiente di pressione e costante all’interno del fluido, la forza
di galleggiamento sul corpo €

Fluy = —/V Vp. (1.13)

Ad esempio, quando si svolge un esperimento in galleria del vento, nella camera di prova
& presente un gradiente di pressione, diretto in direzione & della corrente. Se in prima
approssimazione si considera un gradiente di pressione Vp = —Gp& costante, si puo stimare
la forza di galleggiamento Fgy,; = ViGpZ, dovuta al gradiente di pressione in galleria
del vento, assente in condizioni di aria libera. La valutazione di questa azione “spuria”
sul corpo e la correzione delle misure effettuate rientrano nell’ambito delle correzioni di
galleria.
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Esercizio 1.1 — Legge di Archimede. Si consideri,

sulla superficie terrestre, un recipiente di diame- - D -
tro D = 2 m e profondita H = 3 m contenente
acqua (p = 998 kg/m?3). Al suo interno & inseri-
ta una sfera di raggio a = 0.2m e densita pari a
ps = 842.06 kg/m?>. Determinare in modo univoco ~
la posizione assunta dalla sfera nel liquido. Tale m
posizione varia se invece che sulla terra ci si trova

sulla luna?

(h = 0.3 m, non varia sulla luna.) -

Soluzione

Concetti. Legge di Archimede. Condizione di equilibrio. Calcolo del volume di solidi
(integrali di volume). Adimensionalizzazione. Soluzione di semplici equazioni non lineari
per via grafica (studio di funzione) e/o numerica.

Svolgimento. Per svolgere I’esercizio bisogna calcolare la condizione di equilibrio del
corpo, soggetto alla propria forza peso e alla forza che il fluido esercita su di esso (legge di
Archimede). Nell’equazione di equilibrio, I'incognita h compare nella formula del volume
immerso nel fluido. L’equazione di equilibrio € un’equazione non lineare in h, da risolvere
per via grafica o numerica.

e Scrittura dell’equazione di equilibrio del corpo soggetto al proprio peso e alla forza

esercitata su di esso dal fluido, diretta verso l’alto e pari al peso del volume del fluido
spostato (legge di Archimede).

psVsg=pVeg = psVs=pWe (1.14)

Osservazione. Si trova subito la risposta all’ultimo quesito: poiché g non compare
nell’equazione di equilibrio, la condizione di equilibrio sulla Luna € uguale a quella
che si ha sulla Terra.

e Calcolo del volume della sfera e della calotta sferica:

— Volume della sfera: V; = %wa?’

— Volume della calotta sferica: V. = wh?(a — %)
(per credere, verificare casi limite: h = 0, h = a, h = 2a; alla fine dell’esercizio ¢
riportato il calcolo, tramite un integrale di volume)

e Le formule per i volumi V. e Vs sono inserite nell’eq. 1.14. L’equazione viene
semplificata e scritta in forma adimensionale, introducendo la variabile z = %, per
mettere in evidenza il parametro che governa il problema, cioe il rapporto di densita
ps/p. L'equazione di terzo grado in x viene risolta, considerando i limiti fisici del
problema (0 < z < 2):

prh? (a — g) = psgwag = %1’2 (1 — g) = % (1.15)

Alcuni metodi per risolvere equazioni non lineari possono essere ad esempio:
— metodi iterativi. Ad esempio metodo di Newton

X res

1.0000 -3.437475e-01
1.4583 -2.406993e-02
1.4990 -5.841602e-04
1.5000 -4.027539e-07
1.5000 -1.924017e-13
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— metodo grafico (educativo: per problemi pitt complicati, prima di calcolare le
soluzioni con metodi numerici, ¢ bene avere un’idea di cosa si sta cercando). Si

cercano le intersezioni delle funzioni fi(z) = 322 (1 - %) e fa(z) = %S.

\ 1.5 %

\ = Ps
\ Y= —  hi(@)
Ps _
\ £e = 0.842
\ 1 :
\ N
\\ \\
\ \
0.5 \
\ \
\\ \\
N h
\\\ x :\\E
-1 1 2 3
\
\
\
—0.51 x

Osservazione. Per valori di 22 compresi tra 0 e 1, esiste una e una sola soluzione fisica
del problema. Per i valori di desita “estremi” ps = 0 (la sfera non pesa niente), p, = py (la
sfera ha la stessa densita del fluido), esistono infinite soluzioni: ad esempio, nel caso di
ps = py la posizione di equilibrio ¢ indipendente dalla profondita alla quale ¢ posta la sfera.
Nel grafico, la funzione fi(z) rappresenta il volume immerso della sfera (diviso il volume
totale della sfera stessa) al variare della distanza h del punto piu basso dal pelo libero:
questa deve quindi essere rappresentata, come in figura, nulla per valori di z < 0 (sfera
completamente fuori dall’acqua), con il ramo di cubica per 0 < x < 2 (sfera parzialmente
immersa), uguale a 1 per xz > 2 (sfera completamente immersa). La funzione f;(z) puo
quindi essere definita a tratti:

x <0
2(1-%) 0<z<2 (1.16)
x> 2

fi(z) =

—oew O

Discussione dei risultati. Quando diminuisce la denista relativa del solido, la linea rossa
si abbassa e la soluzione x = % diminuisce (la sfera ha una porzione maggiore al di fuori
dall’acqua). Esiste una e una sola soluzione che abbia senso fisico, fino a quando la densita
relativa ¢ compresa tra 0 e 1: non ha senso considerare valori negativi (la densita ¢ una
quantita positiva), mentre per valori di %S maggiori di 1 non puo esistere una condizione di
equilibrio statico (la sfera affonda...).
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Calcolo volume cupola sferica. E comodo svolgere il calcolo in coordinate cilindriche
(r,0,z). Il volume Vj,, della parte immersa ¢ uguale a

2 ol a?—z2
el [T
Vim 0=0 Jz=—a Jr=0
2 pl va?z—z2
_ / / rdrdzdo
0=0 Jz=—a Jr=0
l 2 2
=27 /Z:_a ¢ 5 i dz

- g[2a3 + 32l — 3]

(1.17)

Definendo h = R + [ come la quota immersa della sfera, si ottiene:

h
Vi = wh? (a - 3) (1.18)
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Esercizio .1.1 — Stevino: serbatoi. Si consideri il si-
stema rappresentato in figura in cui un recipiente
aperto all’atmosfera, contenente olio con densita

p = 800 kg/m?3, & collegato tramite una tubazione a

un secondo recipiente, contenente a sua volta olio e

aria non miscelati. Date le due altezze hy = 1.5 m e

ho = 1.8 m del pelo libero nei due recipienti e I'altez-

za H = 2.5 m della tubatura, determinare il valore -
della pressione nei punti A e B in figura, esprimen-
dolo sia in Pascal sia in metri d’acqua. Considerare
la pressione atmosferica standard (101325 Pa).
(pa = 93477 Pa = 9.53 my,0, pp = 98970.6 Pa =
10.10 mm,0-) m

Soluzione
Concetti. Legge di Stevino, P; + pghi = P> 4 pghs. Conversione Pa - metri di HO,

kg
m?2s2

Impy,0 = P[Pal = pm,0 - g - lm = 9810 - 1m = 9810Pa . (1.19)

Svolgimento. Il problema si risolve applicando due volte la legge di Stevino e la
conversione da Pascal Pa a metri d’acqua mpg,o. Sia O il punto sul pelo libero nel
serbatoio aperto di sinistra, sul quale agisce la pressione ambiente.

93477
Py = Po+ pg(h1 — H) =93477Pa = o810 "H=20 = 9.53mm,0 (Stevino O-A)
Pp = Pp + pg(h1 — h2) = 98970.6 Pa = %m%o =10.10mpg,0 (Stevino O-B)

(1.20)
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Esercizio .1.2 — Azioni statiche: diga. Si consideri la
sezione di diga rappresentata in figura. Si determini
il modulo e la direzione del risultante delle forze per
unita di apertura agente sui diversi tratti rettilinei
della diga stessa sapendo che la pressione atmosfe- N
rica ¢ di 1.01 x 10° Pa. Dimensioni: a = 10 m,
b=2m,c=8m,d=10m,e=5m, f =3 m.

(R = 347100& N/m,

Ry = —10432002 N/m,

Rz = 7745002 N/m,

R4 = 2284000N/m& + 2284000N/mZ2,

R; = 27740002 N/m.) m

i<
]

Soluzione

Concetti. Legge di Stevino, P; + pghy = P> + pgho. Calcolo della risultante delle
azioni statiche, data la distribuzione di pressione e la normale 71 uscente dal volume fluido,

R- /SPﬁ, . (1.21)

Svolgimento. Si risolve il problema bidimensionale, al quale “manca” la dimensione
perpendicolare al piano del disegno. La risultante per unita di apertura agente sul lato ¢
(unitd di misura nel SI, N/m) sara quindi il risultato dell’integrale di linea

R = /Zpﬁ, . (1.22)

Per ogni lato si calcola la distribuzione di pressione, grazie alla legge di Stevino. Si integra
la distribuzione di pressione per ottenere il modulo della risultante; la direzione coincide
con quella della normale (uscente dal volume occupato dal fluido). Per lo svolgimento,
¢ stato scelto il sistema di riferimento rappresentato in figura, con ’asse x diretto verso
destra e l'asse z verso il basso.

e Lato 1. Pressione lineare in z, P(z) = Po + pgz, z € [0, f]. Risultante

! 1
R = Pn= / (Po + pgz)&dz = (Pof + 2pgf‘2> & = 347100N/ma& (1.23)
0 0
e Lato 2. Pressione costante, P = Py + pgf. Risultante

Ry= | Pai=P-c(—%2)=(Po+pgf) c(—2) = —1043200N/mZ2 (1.24)
lo

e Lato 3. Pressione lineare in z, P(z) = Po + pgz, z € [f, f + €]. Risultante

f+e 1
R;= | Pa= / (Po+pgz)&dz = (PO f+5p9 [( f+e?— f2D & = T74500N /m:
L3 !

(1.25)

e Lato 4. Pressione lineare in z, P(z) = Po + pgz, z € [f + e, f + e + d]. Poiche il
tratto di parete ¢ rettilineo, il vettore normale ¢ costante e puo essere portato fuori
dall’integrale. Si calcola prima il modulo della risultante e poi lo si moltiplica per il
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versore normale. Il modulo della risultante vale

fHe+d b+ )2+ d2 b+c)2+d?
Ry= | Pdl = / p(z)(—i_&dz - Al = &dz
Ly f+e d d
fte+d b+c 2 + a2
= (Po + PQZ)—( d) dz =
f+e
(b+c)? + d?

Pod + %pg ((f +e+d)?—(f+ e)Q)} = /2 - 2284000N/m
(1.26)

d

La forza puo essere scritta come Ry = Ryfig, confiy = 1/ V2 &+1 / V2 2. Proietttando
R, lungo gli assi si ottengono le componenti orizzontali e verticali

R4 = 2284000N/md& + 2284000N/m2 (1.27)
e Lato 5. Pressione costante, P = Pp + pg(f + e + d). Risultante

Rs=P-az = (Po+pg(f +e+d))-az = 2774000N/m2 (1.28)
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Esercizio .1.3 — Stevino: recipiente labirintico. Si D
consideri il sistema di recipienti rappresentato in B
figura, in cui la zona tratteggiata contiene acqua, aria | aria aria
di densita pari a 10% kg/m?® mentre nella restante
parte & presente aria di densita pari a 1.2 kg/m?3. 0
Determinare la pressione nei punti A, B, C e D < C A
sapendo che le rispettive altezze sono hy = 1 m, A
hg=14m, hc =12 me hp = 1.6 m. Sia inoltre s
ho = 1.3 m e la pressione esterna Py = 101325 Pa. <
(P4 = 104262 Pa, Pg = 100346 Pa, Pc =
100348 Pa, Pp = 97424 Pa.) m

acqua acqua

Soluzione
Concetti. Legge di Stevino, Py + pghy = P» + pgha.

Svolgimento. Il problema viene risolto applicando ripetutamente la legge di Stevino, a
partire dalla superficie 0 sulla quale agisce la pressione ambiente Fy. Nella legge di Stevino
€ necessario prestare attenzione ad usare la densita del fluido che mette in collegamento i
due punti considerati. I punti A e B sono messi in collegamento con il punto 0 dall’acqua.
I punti B e C sono messi in collegamento tra di loro dall’aria. I punti C' e D di nuovo
dall’acqua. La soluzione del problema ¢ quindi

Py =101325Pa dato
Py=PF)+ pg(ho - hA) = ...
Pgp =P+ pg(ho - hB) = ... (129)

Po=Pp + pa.g(hB — hc) =...
Pp =FPo + pg(hc - hD) = ...
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Esercizio .1.4 — Leva idraulica. La leva idraulica,
rappresentata in figura, ¢ formata da due sistemi
cilindro-pistone. Determinare la forza che e neces-
sario applicare al secondo pistone per mantenere il
sistema in equilibrio quando sul primo agisce una
forza F; = 5000 IV, allorché i pistoni si trovano nella
posizione indicata in figura.

Dati: diametro primo cilindro: d; = 0.2 m; dia-
metro secondo cilindro: do = 0.4 m; diametro del
condotto che unisce i due cilindri: 0.025 m; den-
sita del fluido di lavoro: 600 kg/m3; altezza del
primo pistone h; = 1 m, altezza del secondo pistone
ho =2 m.

(p1 = 159155 Pa, ps = 153269 Pa, F» =
—19260.32 N.) m

Soluzione

Concetti. Legge di Stevino. Risultante statica. Leva idraulica.

Sfluido

Svolgimento. Il problema si risolve scrivendo le condizioni di equilibrio tra le forze
esterne e la risultante dello sforzo di pressione sulle facce opposte dei pistoni e applicando
la legge di Stevino tra le due sezioni A; e As. Si ottiene un sistema lineare di tre equazioni

in tre incognite py, p2, F2),

dt

F = i (Equilibrio pistone 1)
p2 = p1 — pg(he — hy) (Legge di Stevino)

d2
F, = pgﬂ'z2 (Equilibrio pistone 2) ,

la cui soluzione ¢

AF
= — 159155Pa

T
~ Apy = ;df; — pg(hg — hy) = 153269 Pa

1

d% )
Fy= 3 Fi— 2 d3 pg(hy —h1) = 19260.3N
2

(1.30)

(1.31)

La componente verticale Fo della forza Fs € positiva diretta verso il basso, come nel disegno.
Si puo scrivere quindi Fp = —F52, se il versore 2 ¢ orientato verso 1’alto.
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.. . q g . pb
Esercizio .1.5 — Manometro e Venturi. Si consideri —

il manometro riportato in figura utilizzato per mi-
surare la differenza di pressione esistente fra due
sezioni diverse di un condotto. Determinare la dif-
ferenza di pressione fra i punti A e B riportati sul
disegno sapendo che il liquido manometrico & acqua
e ha una densita di 998 kg/m?, che il fluido che
scorre all’interno del condotto € aria e ha una densi-
ta di 1.225 kg/m3, che hy = 1 m, che hg = 1.2 m,
che hg = 0.1 m, che hy = 0.3 m e che hy = 0.7 m.

(pp — pa = —3913.75 Pa) n

Soluzione
Concetti. Legge di Stevino. Manometro. Venturi.

Py + pgh1 = P> + pgho (132)
Svolgimento. Si scrive la legge di Stevino tra i punti Ael,1e2,2¢e B:
Pg + pagzp = P2 + pagz2
Py + pgz1 = P2 + pgza

Py + pagza = P1 + pagz1
AP =P — Py

(1.33)

Si risolve il sistema lineare (come piu piace). Ad esempio, partendo dalla terza e inserendo
nella seconda e nella prima i risultati trovati:

Py = Pa+ pag(za — 21)
Py, =Py + pag(ZA — Zl) + pg(zl — 22) (1.34)
Pp = Pa + pag(za — 21) + pg(21 — 22) + pag(22 — 2B)

E quindi, portando P4 a sinistra:
AP = —(p—pa)g(z2 — z1) — pag(2B — 24) = —3909.8 Pa (1.35)

Osservazione.

Il sistema lineare (1.33) & sotto determinato (se esiste una soluzione, ne esistono infinite),
essendo un sistema lineare di 4 equazioni in 5 incognite, Py, P», P4, Pg, AP. 1l sistema
lineare puo essere scritto usando il formalismo matriciale come Az = b con

0 1 0 -10 i pag(hz — hp)
|00 -1 10 | _ | pg(h1 — h2)
A=17 1 4 0o ol *T ? 0 b= pag(ha —h1)| ~ (1.36)
2
1 -1 1 0 0 Ap 0

Poiche la matrice A ha rango massimo (=4), esiste una soluzione z* del problema, tale che
Az* = b. Dal teorema del rango, si sa che il numero delle colonne (= 5) di una matrice ¢
uguale alla dimensione del suo rango (= 4) e del suo nucleo (quindi = 1). Il nucleo della
matrice A, tutti i vettori v t.c. Av = 0, ¢ uno spazio vettoriale di dimensione uno. Se z* ¢
soluzione del sistema, allora anche tutti i vettori £* 4+ av, a € R, sono soluzione del sistema,
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poiche é(g* +uv) = Ax* + Av = b+ 0. Si puo dimostrare il nucleo di A ¢ generato dal
vettore v = (1,1,1,1,0)”. Quindi le infinite soluzioni del problema hanno la forma

Py P a
PB PE a
P |=|P|+a (1.37)
P2 PQ* a
AP AP 0

Ora dovrebbe apparire chiaro come non sia possibile determinare il valore assoluto delle
pressioni P, P», P4, Pp solamente da una misura di pressione con un manometro diffe-
renziale: questi valori sono noti a meno di una costante additiva a, indeterminata. Al
contrario, la differenza di due di questi valori, come AP = Pp — P4, € unica (e uguale al
risultato ottenuto nello svolgimento del problema): 'unicita di AP dipende dalla forma
dei vettori del nucleo di A che hanno componente AP nulla.






(2. Tensione superficiale

Legge di Young-Laplace.

La superficie di interfaccia tra due liquidi puo essere
modellata come una membrana, una superficie bidi-
mensionale all’interno della quale agisce una forza per
unita di lunghezza, tangente alla superficie stessa. La
forza per unita di superficie v agente nella membra- .../ .5 FE
na viene definita tensione superificiale. La legge di :
Young-Laplace lega la tensione superficiale, il salto
di pressione attraverso la superficie di interfaccia e la
curvatura della superficie stessa. Nel caso di tensione
superficiale costante, vale

11 :
Db~ Pa 7(R1+R2> gl (2.1) |
dove con R; e Rs sono stati indicati i due raggi di B

curvatura della superficie e con H si ¢ indicata la
curvatura media.

Legge di Young-Laplace in due dimensioni.

Viene ricavata la legge di Young-Laplace in due dimensioni, scrivendo 1’equilibrio di un
elemento di membrana (monodimensionale) soggetta agli sforzi esercitati dai due fluidi su
di essa e alla tensione superficiale al suo interno. L’equazione vettoriale di equilibrio viene
proiettata in direzione normale e tangente alla superficie. La superficie nell’intorno di un
punto, viene approssimata come un arco infinitesimo di una circonferenza, come in figura.

Si considera un elemento infinitesimo di superficie di dimensioni Ax ~ RAf. Anche
I’angolo A8 ¢ “piccolo” (cos Af ~ 1, sin Af ~ Af, la dimensione dell’elemento di superficie
& approssimabile con la sua proiezione su un piano normale a 72, ...). Con R viene indicato
il raggio di curvatura della superficie.
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Si scrive ’equilibrio.
toAx + tpAz — y(x) +v(z) + Ay =0 (2.2)

Proiettando nelle direzioni normale e tangente alla superficie,

Af Af
(tan + ton)Ax + ysin — + (v + Avy)sin — =0
2 2 (2.3)

Al A0
(tar + toy) Az — 7 cos -+ (7 + A~) cos 5 = 0

Inserendo i valori approssimati di sin Af e cos Af, trascurando i termini di ordine
superiore (AyAf):

A6
tan + ton )AL 4+ 29— =
(tan + ton) T+ 2y =0 (2.4)

(tat + to) Az + Ay =0

Se si puo confondere la coordinata che descrive la superficie con la coordinata z, si puo
approssimare A~y ~ %Am. Usando la relazione % ~ R% e semplificando I’elemento Ax:

ol
(tan +tbn) + E =0

v
(tar +ty) + o 0

Nel caso in cui si consideri un problema di statica, lo sforzo sul fluido ¢ dovuto solo
al contributo di pressione, che agisce in direzione normale alla superficie: t, = —FP,7q,
ty, = —Pynyp. Lo sforzo che il fluido esercita sulla superficie di interfaccia & uguale in
modulo e opposto in direzione. Le due normali sono tra di loro opposte: si sceglie di
definire la normale n = g, = —7p. Di conseguenza, le componenti degli sforzi agenti
sulla superficie di interfaccia, proiettati lungo 7 e un versore tangente sono: t,, = P,
ty, = — Py, tar = 0, tp,, = 0. Se v & costante (la tensione superficiale puo avere gradienti
non nulli a causa di gradienti di temperatura o di concentrazione), I’equilibrio in direzione
tangente € identicamente soddisfatto.

(2.5)

Pa—Pb~|—%:0 = Pb—Pa:% (2.6)

Estensione al caso 3D.

Per estendere la dimostrazione al caso 3D, nel quale la superficie ¢ 2D, si procede in modo
analogo a quanto nel paragrafo precedente. Va considerata la curvatura di una superficie
e non di una curva (esistono due raggi di curvatura), ...Un utile primo riferimento di
geometria differenziale di curve e superfici, € disponibile in rete seguendo il collegamento

Differential Geometry, Shiffrin.

L’esistenza della tensione superificiale spiega il fenomeni della capillarita, 1’esistenza dei
menischi formati dalla superficie di separazione di due fluidi, il galleggiamento di insetti,
graffette... sull’acqua, la formazione di superfici “minimali” di sapone, la bagnabilita delle
superfici e la rottura di getti di piccolo diametro e la formazione di gocce. Infine, puo
essere utilizzata anche come mezzo non convenzionale di propulsione per barchette di carta

Boat without a motor - Marangoni effect


http://alpha.math.uga.edu/~shifrin/ShifrinDiffGeo.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=Oz54Auev9eU
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Esercizio 2.2 — Capillare. Sia 6 ’angolo di contatto al-
Iinterfaccia tra aria, liquido e solido; sia v la tensione
superficiale tra aria e liquido; sia p la densita del liquido.
Determinare l'altezza h dal liquido in una colonnina
cilindrica di raggio r = 0.5 mm rispetto al livello nella
vasca. Calcolare poi la pressione all’interno della colon-
nina. (Si puo considerare valida ’approssimazione che la

pressione agente sulla vasca e sulla superficie superiore 1 Fa N
del liquido all’interno della colonnina sia uguale). [—

Si considerino condizioni termodinamiche e materiale P <P
della colonnina tali che: se il liquido € acqua: p =

999 kg/m?, 6 = 1°, v = 0.073N/m. se il liquido & il, »
mercurio: p = 13579 kg/m3, 6 = 140°, v = 0.559N/m. pe i :

(hm,o = 2.97 em, Puy,o — Py = —291.95 Pa; hy, =

—1.28 em, Pgg — Py = 1712.87 Pa) [

Soluzione

Concetti. Tensione superficiale. Angolo di contatto. Capillarita. Menisco.

Svolgimento. Scrivendo 'equilibrio per il volume di fluido nel capillare si trova l’altezza
h. Successivamente si trova la p usando la legge di Stevino. Infine si fanno osservazioni su
angolo di contatto, menisco e salto di pressione all’interfaccia.

Si scrive 'equilibrio del volume di fluido. Il problema é di statica. Le forze agenti sono
la forza dovuta alla tensione superficiale (che agisce sul perimetro della superficie
superiore) e la forza peso, poiché per ipotesi la pressione agente sulla superficie
superiore ¢ uguale alla pressione ambiente P,; e quindi??? Percheé la componente
verticale della risultante dovuta alla pressione esterna ¢ zero??? Vedere immagine...).

FE,=F, = 2mrycosf =nr’hpg (2.7)

E quindi:

h

_ 27y cos 0 N {hH20 =297 cm (2.8)

pgr hgg = —1.28 cm
Commenti sul risultato. L’effetto della capillarita ¢ piu evidente per tubi stretti
(proporzionalita con 1/r). La quota h pud assumere sia valori positivi, sia valori

negativi, in base al valore dell’angolo di contatto: h < 0, per 6 > 7/2.
Si calcola la pressione nel fluido in cima alla colonnina sfruttando la legge di Stevino.

P =Py —pgh= Py —

2ycost {fﬁbo——fb::—29L95}%z (2.9)

PHg — PQ = 1712.87 Pa

Commenti sul risultato. P — Py < 0, per § < 7/2. Al contrario P — Py > 0, per
0 > 7/2. Questi risultati sono compatibili (meno male) con le relazioni tra curvatura
(stretta parente del menisco e dell’angolo di contatto) e il salto di pressione.

9<n/2 h>0 P<P,
9>n/2 h<0 P>D,
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(4 -
iy
o gl pgV = lvycosf

P V =nrh
h = 2nr

P,
(a) Differenza tra il menisco for- (b) Rappresentazione del caso del (c) Equilibrio del volume di flui-
mato dall’acqua e dal mercurio problema in cui il liquido & mercu- do nella colonnina. La pressio-
con aria e solido (quale?): diversa rio: angolo di contatto & maggiore ne atmosferica P, non influenza
concavita della superficie. dell’angolo retto, la quota all’inter- 1’equilibrio. Perche?

no del capillare &€ minore di quel-

la nella vasca. Il caso dell’acqua

& rappresentato a finaco del testo

del problema.
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Esercizio 2.3 — Attrazione di due superfici. Due la-
mine piane uguali parallele sono separate da una
distanza d. Tra le lamine e presente un sottile strato
di liquido. Sono note 'area della superficie A e il
perimetro L delle due lamine, la pressione ambiente
Pa, la tensione superficiale del liquido v e 'angolo
di contatto 6. Si chiede di determinare la compo-
nente perpendicolare alle lamine della forza agente
su ciascuna delle due lamine. m

Soluzione

Concetti. Tensione superficiale. Angolo di contatto.

Svolgimento. La condizione descritta nell’esercizio € una condizione equilibrio. La
forza agente su una lamina & dovuta a due fenomeni: la tensione superficiale sul perimetro
del fluido e la differenza di pressione tra fluido e ambiente. Si consideri positiva la forza se

¢ una forza di attrazione.

F=F,+F, (2.10)
e Calcolo di F,.
F, =~Lsinvy (2.11)

e Calcolo di F),. Il salto di pressione viene calcolato scrivendo I'equilibrio all’interfaccia.

Fp=(pa—p)A (2.12)
con:
(pa — p)d = 2y cos @ (2.13)
e La componente totale richiesta risulta quindi:
2vAcost
F= % + Lysing (2.14)
P P
0 Pa
P 0
P
d
d

P, — P = 2dvycosf
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(3. Cinematica

La cinematica e la parte della meccanica che studia il moto di sistemi, indipendentemente
dalle cause che lo generano, a differenza della dinamica. Prima di ricavare le equazioni
che descrivono la dinamica di un fluido, sembra quindi opportuno concentrarsi sulla sua
cinematica.

La cinematica e la dinamica dei mezzi continui, come ad esempio i solidi o i fluidi, possono
essere descritte con un approccio lagrangiano o euleriano. La descrizione lagrangiana,
utilizzata spesso in meccanica dei solidi, consiste nel seguire nello spazio il moto delle
singole particelle del mezzo continuo. La descrizione euleriana, utilizzata spesso in
meccanica dei fluidi, consiste nel descrivere ’evoluzione del mezzo continuo utilizzando
come variabili indipendenti sia la variabile spaziale r sia la variabile temporale t.

Descrizione integrale lagrangiana ed euleriana

In una descrizione integrale del fenomeno, I'approccio lagrangiano segue 1’evoluzione di un
volume materiale, i cui punti si muovono in maniera solidale con il mezzo continuo. In
un approccio euleriano invece viene introdotto un volume di controllo, fisso nello spazio,
e i flussi delle quantita meccaniche (massa, quantita di moto, energia, ...) contribuiscono
ai bilancio delle quantita meccaniche relative al volume di controllo considerato. Queste
due descrizioni sono casi particolari di un approccio generale al problema, definito ALE
(arbitrario lagrangiano-euleriano), che descrive ’evoluzione di un volume in moto arbitrario.
Le tre diverse descrizioni del problema possono essere messe in relazione tra di loro, tramite
le formule di Leibniz, che forniscono 'espressione della derivata temporale di integrali
su domini dipendenti dal tempo. Si riporta qui, senza dimostrazione, il teorema del
trasporto di Reynolds

d of R
- = L4 ‘N, 3.1
dt /V(t>f /v<t> at  Jse fo-n a3
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che fornisce 'espressione della derivata temporale dell’integrale della funzione f(x,t) (che
puo essere scalare, vettoriale o in generale tensoriale) nel volume mobile V (t) > «, la
cui frontiera S(t) si muove con velocita v(xs,t), s € S(t). La normale 7 alla superficie
S(t) € uscente dal volume V(¢). Si rimanda all’appendice “Richiami di analisi” per la
dimostrazione del teorema e per le formule della derivata temporale di flussi e circuitazioni
su domini dipendenti dal tempo.
Siano ora

e V(t) un volume materiale, la cui frontiera si muove con la velocita del fluido v = u

e V. un volume di controllo, la cui frontiera ¢ fissa nello spazio, v =0

e v(t) un volume in moto arbitrario, la cui frontiera si muove con velocita generica v.
Come si vedra nel capitolo sui “Bilanci integrali”, il bilancio integrale di una quantita
meccanica f in un volume materiale V(¢) descrive la variazione nel tempo dell’integrale
fv(t) f. 1l teorema di Reynolds applicato all’integrale svolto su un volume materiale V()
e all’integrale svolto sul volume in moto generico v(t), coincidente con V (t) all’istante di
tempo t considerato,

d of ?( R
_ — — + .
dt /V<t) / /V<t) at ~ Js) fun

d

of R
R — —_— + vn ,
dt /v(t)V(t) ! /v(t)V(t) ot Jsw=s) f

permette di ricavare il legame tra la descrizione lagrangiana e una descrizione arbitraria
del problema. Confrontando le ultime due espressioni, si ottiene

(3.2)

d d
d Cdt +7£ — Tt - 3.3
dt /V ®) ! @ /J(tEV(t) I s(t)=5(t) flu=v)-# (3-3)

Dalla formula scritta per il volume arbitrario v(t), si ricava il legame tra a descrizione
lagrangiana e la descrizione euleriana del problema, considerando il volume arbitrario
coincidente con un volume di controllo V, fisso, per il quale v = 0,

d d
= = — -1—}{ - 3.4
dt /V(t) / dt /VCEV(t) ! S.=S(t) fu-n (3.4)

Descrizione puntuale lagrangiana ed euleriana

In una descrizione puntuale del fenomeno, vengono introdotti due sistemi di coordinate:
uno ¢ solidale con il mezzo continuo dipendente dal tempo, mentre 'altro ¢ fisso. Si puo
pensare al sistema di riferimento solidale con il continuo come un’ “etichetta” che viene
applicata a ogni punto materiale del mezzo continuo stesso. Un sistema di riferimento
fisso, invece, ¢ indipendente dal moto del mezzo continuo, come ad esempio un sistema,
di coordinate cartesiane, la cui origine e i cui assi sono fissi nel tempo. Mentre il mezzo
continuo evolve nel tempo (trasla, ruota, si deforma ... ), un punto materiale ha coordinate
costanti xqg rispetto al sistema di riferimento “solidale al volume”, cioé che si muove e si
deforma insieme al volume: questa coordinata, detta lagrangiana, puo essere pensata come
I“etichetta” assegnata al punto materiale del continuo. Le coordinate euleriane x(xo,t)
del punto materiale con coordinate lagrangiane xq, ne descrivono il moto nel sistema di
riferimento fisso e in generale sono una funzione del tempo
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p) Il sistema di riferimento solidale al corpo dipende dal tempo, mentre le coordinate
lagrangiane &g di un punto materiale sono costanti. Il sistema di riferimento fisso e
indipendente dal tempo, mentre le coordinate euleriane & di un punto materiale del
volume (quindi con xg costante) sono dipendenti dal tempo.

Assumendo che all’istante ¢ = 0 i due sistemi di coordinate coincidano, e che quindi
coincidano anche le coordinate euleriane e lagrangiane x(x¢,0) = x¢, le coordinate
lagrangiane xq rappresentano la configurazione (iniziale) di riferimento della configurazione
attuale x(xo,t). La trasformazione x(xo,t) descrive ’evoluzione nel tempo ¢ dei punti
x(0) = x¢ appartenenti al volume Vp = V(0), all’istante iniziale. La velocita u(x,t) del
mezzo continuo nel punto x(xo,t), per definizione di punto materiale, coincide con la
velocita ug(xo,t) del punto etichettato con xg: questa ¢ la derivata nel tempo della sua
posizione &, cioé con la derivata nel tempo della mappa x(xo,t) a coordinata lagrangiana
(che identifica la particella) costante,

’U,O(:IZ(),t) = aﬁ (ilio,t) = %(mo,t) %(wo,t) s (35)

Ot |4, - Dt

dove & stato introdotto il simbolo D /Dt di derivata materiale che rappresenta 1’evoluzione
della quantita alla quale € applicata, seguendo il moto del mezzo continuo: la derivata
materiale rappresenta la variazione nel tempo della quantita “sentita” dalle singole particelle
materiali. Nella descrizione euleriana del problema, i campi sono funzioni delle variabili
indipendenti spazio e tempo ¢. Data una funzione f(x,t) (scalare, vettoriale, tensoriale),
viene indicata con

of _of

= =B w(a:,t) , (3.6)
la, derivata parziale rispetto al tempo, che rappresenta la variazione della quantita f(x,t)
nel punto fisso  dello spazio, che coordinata euleriana costante.

E possibile trovare il legame tra le due derivate utilizzando la regola di derivazione di
funzioni composte e la funzione x(xg,t) che descrive il moto dei punti materiali del sistema.
Data una funzione f(x,t) (rappresentazione euleriana), viene definita fo(xg,t) come la
funzione composta fy = f o ¢ (descrizione lagrangiana). Ipotizzando poi che si possano
esprimere le coordinate lagrangiane come funzione di quelle euleriane, xq(x,t), & possibile
scrivere

flx,t) = f(x(xo,t),t) = folxo,t) = fo(xo(x,t),t) . (3.7)
Utilizzando la regola di derivazione per le funzioni composte, si ottiene il legame cercato,
Df _of 0 B
ﬁ(wﬂt) = E - a f(w(a:()?t)?t) -
of “”06 " af of 0 of af (38)
T L
o, ot |, Torl, "ot T ar |, 0wl ot TV
dove si ¢ indicato con u(x,t) = ¥ (zo(x,t),t) il campo di velocita riferito a una

Zo
descrizione euleriana del problema e si € riconosciuto 'operatore V nell’ultimo passaggio.

Infine ¢ possibile “rimuovere” la funzione f per ottenere la relazione tra la forma delle due
derivate, valida per funzioni scalari, vettoriali, tensoriali,
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D_  d_ _a’ _

Come esempio, applichiamo la regola (3.9) per ricavare la forma euleriana e lagrangiana
del campo di velocita e di accelerazione delle particelle del continuo. I1 campo di velocita
u(x,t) si ottiene dalla derivata materiale della trasformazione x(xo,t),

Dx Oz
u(;z;ﬂf) = ﬁ = E N —l—uo(.’.l,'o,t) -V = ’u,o(wo,t) . (310)
N~ =1
-0

In questo caso, non e stato ottenuto nulla di nuovo. Il campo di accelerazione nella
descrizione euleriana del fenomeno viene ottenuto calcolando I'accelerazione delle particelle
materiali con la derivata materiale alla velocita. Per componenti, ’accelerazione della
particella materiale identificata con xqg €

(1) = 24— .
(@, t) = pr = Zp T,

(3.11)

Introducendo l'operatore advettivo v - V, & possibile scrivere il campo di accelerazione (che
comparira nel bilancio della quantita di moto) in forma vettoriale

Du ou
Dit(xﬂf) = E(

dove sono stati esplicitati gli argomenti (x, t) delle funzioni, per evidenziare la rappresenta-
zione euleriana.

a(x,t) = x,t) + (u(zx,t) - V)u(e,t) , (3.12)

R ) Una volta compresa la differenza tra le due descrizioni del problema, non ¢ necessario
esprimere in maniera esplicita gli argomenti delle funzioni. Da qui in avanti, verra
privilegiata una descrizione euleriana, per campi, del problema.

In alcuni casi, come ad esempio problemi che riguardano lo studio di correnti attorno a
corpi mobili, puo essere conveniente utilizzare una rappresentazione arbitraria del proble-
ma, descrivendo il fenomeno seguendo ’evoluzione delle grandezza meccaniche su punti,
“etichettati” dalla coordinata arbitraria x, il cui moto € descritto in coordinate euleriane
dalla funzione x(x,t). Seguendo lo stesso procedimento svolto per le particelle materiali,
la velocita v di questi punti in moto arbitrario ¢ uguale alla derivata parziale

Oz

b

(3.13)

Y
X
svolta a coordinata x costante. Ancora seguendo lo stesso procedimento svolto in

precedenza, ¢ possibile ricavare la relazione tra la rappresentazione arbitraria e quella
euleriana,

0—
ot

o

o +v-V_. (3.14)

x

e, confrontando la (3.9) e la (3.14), la relazione tra la rappresentazione arbitraria e quella
lagrangiana,
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Velocita di traslazione, rotazione e deformazione

In questa sezione viene studiato il moto di un segmento materiale, che segue il moto del
mezzo continuo. Viene introdotto il tensore gradiente di velocita Vu, con u(x,t) il campo
di velocita. Questo tensore viene prima scritto come somma della sua parte antisimmetrica
W e della sua parte simmetrica D, la quale puo essere a sua volta scomposta nella parte
idrostatica e nella parte deviatorica D?. Viene infine descritta la natura di questi tensori
grazie alla loro influenza sul moto di segmento materiale.

Il segmento materiale viene identificato dal vettore Axq12(t) = x2(t) — x1(t), i cui
estremi sono i punti di coordinate x1(t) e ®2(t). Indicando con wuq(t) = u(x1(t),t) e
uz(t) = u(x2(t), t) loro velocita, ¢ possibile ricavare I’evoluzione temporale del segmento
materiale,

Amlz(t + At) = Amlg(t) + (UQ(t) — ul(t)) At + O(At) . (316)

Tornando alla descrizione euleriana del problema, ¢ possibile scrivere la differenza di velocita
introducendo il tensore gradiente di velocita,

£) =

uz(t) —u1(t) = u(z2(t),t) — u(z1(t),
t) —u(z1(t),t) =

= u (x1(?) + Az12(?),
=u(w1(t), 1) + Vu (w1(1), 1) - Az12(t) — u(@1(t),t) + o(|Az12(t)]) =
= Vu (z1(1),1) - Az12(t) + o|Az12(t)]) -

(3.17)
Riarrangiando i termini si puo scrivere,
AZDlz(t + At) = Awlg(t) + [Vu (1131(t), t) . Aa)lz(t) + O(‘Aiblz(t)‘)} At + O(At) . (318)

e facendo tendere a zero At, si ricava

dAdltfH (t) = Vu (z1(t),t) - Az12(t) + o(|Az12(t)]) - (3.19)

Nell’ipotesi che i termini o(|Ax12(t)|) siano trascurabili, la velocitd ug del punto s
differisce dalla velocita wq del punto @1 del termine dAx12/dt che rappresenta le eventuali
rotazioni rigide e le deformazioni del mezzo continuo,

uz(t) = u1(t) + Vu (z1(1),t) - Azq2(t) . (3.20)

Tensore gradiente di velocita

Il tensore gradiente di velocita puo essere scritto come somma Vu = D+ W della sua parte
simmetrica DD, il tensore velocita di deformazione, e della su parte antisimmetrica W,
il tensore di spin,

D= % (Vu+ V) . W= % (V- V") | (3.21)



3.3.2

32 Capitolo 3. Cinematica

i quali possono essere scritti in componenti, in un sistema di coordinate cartesiane come

8ui 8’U,j 1 6u, 8Uj
== _ . .22
|f9£b‘j + 8.%’;| ’ W] 2 |f9.i% 81’;| (3 )

1
Il tensore velocita di deformazione puo essere poi scomposto nella sua parte idrostatica e
nella sua parte deviatorica D,

D= %tr(D)H +D% , DI=D- étr(ID))]I , (3.23)
dove la traccia tr(D) ¢ uguale alla divergenza del campo di velocita V - u.

Il tensore di spin & un tensore antisimmetrico del secondo ordine. Nello spazio tridimen-
sionale ha solo tre componenti indipendenti, che contengono le componenti del vettore
vorticita w = V x u. Ad esempio, utilizzando un sistema di coordinate cartesiane, ¢
possibile scrivere il tensore di spin come

1 0 —w, wy 1
W= 5 | we 0 —wgl| = §Spin(w) . (3.24)
—Wy Wy 0

L’operazione W - v tra il tensore antisimmetrico W = Spin(£2) e un vettore v qualsiasi
coincide con l'operazione € x v. Introducendo la scomposizione di Vu nella formula (3.20),
si ricava
1
uz(t) = uq(t) + iw(ml(t), t) x (x2(t) — x1(t))+ (atto di moto rigido) (3.25)
+D(x1(t),t) - (x2(t) — x1(2)) - (deformazione)

Da questa formula si possono riconoscere i contributi alla velocita ug di “traslazione” (la
velocita del punto x1), di rotazione con velocita angolare Q = %w e di deformazione,
D- Amlg.

Derivate temporali di oggetti materiali

In questa sezione vengono descritti gli effetti dei singoli termini nei quali pud essere
scomposto il gradiente di velocita tramite i loro effetti sull’evoluzione di un segmento
materiale v o di una combinazione di segmenti materiali “elementari” (come ad esempio il
prodotto scalare o il triplo prodotto) , per i quali i termini di ordine o(|v|) sono considerati
trascurabili.

Vettore materiale.
Scrivendo il vettore v come prodotto del suo modulo v per il versore 7 che ne identifica la
direzione, v = vn, € possibile esprimerne la derivata nel tempo come,

v dv. di

Vettore materiale: modulo.

(3.26)

Utilizzando lidentita # - & = 07, moltiplicando scalarmente per 71 I'ultima espressione, si
ricava la derivata nel tempo del modulo v del vettore v,

dvv . dv dn . "
%—n-a—va-n—rr[D+W}~v—n-ID)-nv, (3.27)
=0

! Poicheé # & un versore, |f2|> = 7 - 4 = 1. La derivata nel tempo di quest’ultima espressione diventa
0=n-n+n-n=2n-n,dacuisiricava I'identita desiderata.
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avendo introdotto la scomposizione Vu =D + W nella formula (3.18) applicata al vettore
materiale v e utilizzato I'identita 7o - W7, = 0, poiché W ¢ antisimmetrica. Poiche il tensore
velocita di deformazione & simmetrico, esiste una base di vettori ortonormali {p1, P2, P3}
che permettono di scrivere la decomposizione spettrale di D,

D = A\p1 ® p1 + Aep2 @ P2 + A\3P3 @ P3 . (3.28)

I vettori p; sono gli autovettori del tensore D che ne rappresentano le direzioni principali,
mentre gli scalari A; sono gli autovalori associati, tali che D - p; = A\;p;. E quindi possibile
scrivere la derivata nel tempo del modulo v del vettore materiale v come

1dv

;% = )\171% + )\QTL% + /\371?; R (3.29)

avendo indicato con n; = 7fv - P; le proiezioni del versore 7 sugli autovettori del tensore .

Vettore materiale: direzione.
Combinando la (3.26) e la (3.27), & possibile ricavare la derivata nel tempo della direzione
7 del vettore materiale v,
din  ldv 1 _dv
Y LAY DLW A—fAR-D-fH=
it vt ota - PTWA-AA-D-R
—I-A@d D A+ W A= (3.30)
1
= [H—ﬁ@ﬁ]-D'ﬁ—i-iw X T .

Il tensore P :=1— n ® v & il proiettore ortogoanle in direzione perpendicolare a 7, che
ha nucleo generato da n, cioe P -7 = 0. Introducendo la scomposizione del tensore D
nella sua parte idrostatica e deviatorica, ¢ possibile dimostrare che la parte idrostatica non
influenza la derivata del versore n
d—":[ﬂ—ﬁ@ﬁ].ﬂ)d-ﬁ+1wxﬁ, (3.31)
dt 2
poiché P-T-7n =P-n = 0. In generale quindi la direzione di un vettore materiale dipende
dalle rotazioni, rappresentate dal termine %w X 1 e dalla parte deviatorica del tensore
velocita di deformazione. Questo ultimo contributo puo essere nullo in alcuni casi, come
ad esempio
e quando lo stato di deformazione & “idrostatico”, per il quale D = 0,
e quando il vettore v appartenente al nucleo di D%, D? . v = 0, orientato cioé in una
direzione che non subisce una deformazione deviatorica,
e quando il vettore v ¢ allineato con una delle direzioni principali p; di D%: in questo
caso, il vettore D - 7o & allineato con 7, poiche D - i = \;n, e quindi appartiene al
nucleo del proiettore P, cioe P- (D -7) = 0.

Angolo tra vettori materiali.

Calcolando la derivata materiale del prodotto scalare tra due vettori materiali v e w,
& possibile verificare che il tensore di spin W rappresenta una rotazione rigida, non
modificando né i moduli dei singoli vettori materiali, né ’angolo compreso tra di essi.
Infatti la derivata

i(v w)—d—v w+ v d—w—
dt S dt dt

1 1
:w-]D)-'v+§w-wxv—l—v‘D'w—|—§v-w><w: (3.32)

=2w-D-v,
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avendo utilizzato la simmetria del tensore velocita di deformazione D e 'identita vettoriale
c-axb=-b-axec

La derivata del coseno dell’angolo formato dai vettori materiali v = vy, W = WTy
dipende solamente dalla parte deviatorica del tensore velocita di deformazione,

d cos 0, d v-w

at dt|ljw|
= 2y - Dy — Ay - Py (g - D - Ay + Ay - DY - ) =
d

(3.33)

= 2(1 — oy - Py )Py - Doy — Toy - Py (Ply — Thay) - DY+ (Py — Py -
Volume generato da vettori materiali.

Infine, & possibile dimostrare che la derivata del volume materiale (elementare, per il quale i
termini o(|Ax|) siano trascurabili) V' = a x b - ¢ del parallelepipedo formato dai tre vettori
materiali a, b, ¢ vale

Y (vowyv. (3.34)
dt
La divergenza del campo di velocita rappresenta quindi la derivata nel tempo di un volume
materiale relativa al volume materiale stesso. Il vincolo cinematico di incomprimibi-
lita impone che l'estensione di un volume materiale non vari nel tempo, dV/dt = 0, ed &
quindi equivalente alla condizione di solenoidalita del campo di velocita, V - u = 0.

Curve caratteristiche

Per descrivere il moto di un fluido vengono definite quattro famiglie di curve: le linee di
corrente, le traiettorie, le curve di emissione (o linee di fumo) e le tracce. Viene data una
definizione matematica di queste curve, che possono essere ottenute durante le attivita
sperimentali tramite delle tecniche di visualizzazione del campo di moto, come mostrato
nel seguente video, Stanford 1963 - Flow Visualization.

https://www.youtube.com/watch?v=nuQyKGuXJ0s, nel caso non funzionasse il collega-
mento sopra a uno degli storici video del National Committee.

Come gia anticipato, secondo la descrizione euleriana del moto di un mezzo continuo, il
campo di velocita e rappresentato dalla funzione vettoriale w i cui argomenti indipendenti
sono la coordinata spaziale 7 e quella temporale ¢, u(r,t). Vengono ora definite le quattro
curve caratteristiche elencate sopra:

e Le linee di corrente sono curve S tangenti al campo vettoriale w(r,t) in ogni punto
dello spazio r, all’istante temporale ¢ considerato. Essendo curve (dimensione=1),
possono essere espresse in forma parametrica come funzioni di un parametro scalare
p, S(p). La “traduzione matematica” della definizione & quindi

) = Ap)u(S (). 1) (3.35)
cioe il vettore tangente dS(p)/dp alla curva S(p), nel punto identificato dal valore
del parametro p, ¢ parallelo al vettore velocita u calcolato nello stesso punto S(p), al
tempo considerato t. La funzione A(p) dipende dalla parametrizzazione utilizzata
e non influisce sulla forma della linea di corrente. L’equazione (3.35) rappresenta
tutte le linee di corrente: per ottenere la linea di corrente passante per un punto, e
necessario imporre questa condizione come condizione al contorno.


https://www.youtube.com/watch?v=nuQyKGuXJOs
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e Una traiettoria descrive il moto di una singola particella materiale, la cui velocita
¢ uguale a quella del fluido, nella posizione in cui si trova e all’istante di tempo
“attuale”. La traiettoria di una particella & descritta dall curva R(t), parametrizzata
con il tempo ¢, che soddisfa il seguente problema differenziale

dR
E(t) = u(R(t),1) (3.36)
R(to) = Ro .

L’equazione differenziale traduce la definizione di particella materiale: la velocita
della particella materiale v(t) = dR/dt(t) ¢ uguale alla velocita del fluido nello
stesso punto allo stesso istante di tempo, u(R(t),t). La condizione iniziale identifica
tra tutte le traiettorie delle infinite particelle materiali, quella della particella che
all’istante ty passa per il punto Ryg.
Fissatii “parametri” g e Rg che identificano la particella desiderata, la sua traiettoria
e descritta dalla curva R(t;to, Ro), funzione del tempo “attuale” ¢.

e Una linea di fumo ¢ il luogo dei punti descritto dalla posizione al tempo ¢ (fissato)
di tutte le particelle materiali passate per un punto (fissato) nello spazio, Ry, negli
istanti di tempo tg precedenti a t, tg < t.

dR
EX() = u(R(0),1) 537)
R(t)) = Ry .

Il problema ¢ identico a quello delle traiettorie. Cambia pero il ruolo di ¢, tg, Ro:
la linea di fumo al “tempo di osservazione” ¢ formata da tutte le particelle passanti
da Ry a istanti temporali tg, con ty < ¢, ¢ una descritta dalla curva R(to;t, Ro),
funzione dell’istante tg.

e Una traccia ¢ il luogo dei punti descritto dalla posizione al tempo t (fissato) di tutte
le particelle materiali che si trovavano su una curva Rg(p) al tempo ¢y (fissato).

dR
E(t) = u(R(t),1) (3.38)
R(t,) = Ry .

Ancora una volta il problema ¢ identico a quello delle traiettorie ma cambia il ruolo
di t, tg, Ro: fissati i parametri tg e t che identificano rispettivamente l'istante di
tempo in cui le particelle materiali desiderate si trovano sulla curva Rg e l'istante di
tempo in cui la curva viene osservata, la traccia ¢ una funzione dell luogo dei punti
“iniziale” Rg, R(Ro;t,tp).

Osservazione 1.
Nel caso di campi stazionari, cio¢ indipendenti dal tempo, u(r,t) = w(%)(r), linee di
corrente, traiettorie e linee di fumo coincidono.
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Esercizio 3.1 — Linee di corrente, traiettorie e linee di fumo: non stazionario. Sia dato il
campo di moto

u(z,y) = 3T + 3ty (3.39)

Calcolare ’equazione delle linee di corrente, delle traiettorie e delle linee di fumo (curve
di emissione) e disegnarle. Infine si determino le tracce generate al tempo ¢ty = 0 dal
segmento che unisce 'origine con il punto (z1,y1) = (0,1). n

Soluzione

Concetti. Definizione di linee di corrente, traiettorie, linee di fumo, tracce. Soluzione

di sistemi di equazioni differenziali ordinarie (problemi di Cauchy, ai valori iniziali).

Svolgimento. Partendo dalle definizioni, si ricavano le equazioni delle curve caratteri-

stiche. Il problema per le traiettorie, le linee di fumo e le tracce viene risolto una volta sola
per ottenere il risultato in forma parametrica in funzione di ¢, tg, Ro(p) = (zo(p), yo(p))-

e Linee di corrente. L’equazione vettoriale che definisce una linea di corrente

S(p) = X(p)& + Y (p)y viene scritta per componenti,

dX
= A(p)3

d{} v (3.40)
—A(p)3t

dp pot -

11 sistema di equazioni puo essere risolto ricavando dalla prima A(p) in funzione di
dX/dp, sostituendolo nella seconda, e integrando tra pg e p, con ¢ fissato

(" = [P > YE) =Y ) = (X)X ¢ (41

Dopo aver fissato una linea di corrente, imponendo il suo passaggio per un punto,
(X(po),Y(po)) = (z0,y0), si ottiene la sua equazione in forma cartesiana

y=yo+ (z—mzo)t. (3.42)

In questo problema, le linee di corrente costituiscono una famiglia di rette parallele
nel piano x-y, a ogni istante temporale, il cui coefficiente angolare, ¢, aumenta con il

y V

tempo.

Qo

H=

VAN

-1 1 2 3

Figura 3.1: Linee di corrente a ¢ = 0.0 (sinistra) e t = 0.5 (destra).

\w
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e Traiettorie. Le equazioni di traiettorie, linee di fumo e tracce vengono ricavate in
forma parametrica risolvendo il problema ai valori iniziali che le definisce. In un
secondo momento viene ricavata la loro equazione in forma cartesiana, esplicitando il
parametro in funzione di una delle due coordinate spaziali, esplicitando il parametro
in funzione di una delle due coordinate spaziali. Per le traiettorie, parametrizzate
con t, si ottiene

A (1; Ro, o) (t — to)
X t;Ro,to :$0+3 t— 1o
Yty = 3t - { Ry 32 g2 (3.43)
dt y(t; Ro, to) = yo + 5(t* — t5) -
z(to) = w0, y(to) = Yo
Esplicitando ¢ in funzione di x,
t=to+ x;xo : (3.44)
e sostituendo nella coordinata y si ottiene ’equazione in forma cartesiana,
y(z; Ro,to) = 63? + —51‘0 + ol x+yo + 6.%'0 — xolo , (3.45)

all’interno della quale Ry = (x0,y0) e top compaiono ancora come parametri. Dalla
(3.48), le traiettorie sono parabole con la concavita rivolta verso ’alto.

)

-1
Figura 3.2: Traiettoria per Ry = 0,ty = 0,t € [0, 1]

e Linee di fumo (curve di emissione). La forma parametrica dell’equazione delle
linee di fumo (funzioni di ¢y) &

{x(to; t, Ro) = xo + 3(t — to) (3.46)
y(tost, Ro) = yo + 3(t* — 3) -
Esplicitando ¢ in funzione di x,

to=1t— x_?)xo : (3.47)

e sostituendo nella coordinata y si ottiene ’equazione in forma cartesiana,

1 1 1
y(x; Ro,t) = —gacz + |:3.%'0 + t} T+ Yo — éx% + zoto (3.48)
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e
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Figura 3.3: Curva di emissione con Ry = 0,ty € [0,t],t = 1 (blu) e traiettorie delle
particelle passanti per l'origine negli istanti di tempo tg = 0,0.25,0.50,0.75, per ¢t > tg
(tratteggiate in rosso).

all’interno della quale Ry = (z0,y0) e t compaiono ancora come parametri. Dalla
(3.48), le linee di fumo sono parabole con la concavita rivolta verso il basso.
e Tracce. La forma parametrica dell’equazione delle tracce &

Ryt ty) = 3(t—t
{CU( 0;t,to) $0+3( ) o; (3.49)
y(R();t,t()) = Y0 + Q(t - t(]) .
Il segmento che unisce l'origine al punto (z1,y1) = (0,1) & descritto in forma
paramterica come
zo(p) =0
Ro(p) = { ol?) , pef01]. (3.50)
yo(p) =p

La forma parametrica delle tracce (p € il parametro che descrive la curva, mentre t,
to sono parametri fissi) & quindi

z(p;t,to) = 3(t —to)

, pelo]. (3.51)
y(pit,to) =p+ (12 —13)

R(Rﬂ(p)7 t tO) = {

Queste sono segmenti verticali di lunghezza uguale a 1, con il punto piu basso di
coordinate (S(t —t9), 3(? — tg)).
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Yy Yy
3 3
2 2
1% 1 %
X ‘ X
—1 1 2 3 -1 1 2 3
-1 -1

Figura 3.4: A sinistra: tracce uscenti dalla curva Ry = (0,p), p € [0, 1] agli istanti di
tempo ty = 0,0.25,0.5,0.75,1 osservate all’istante di tempo ¢ = 1. A destra: traccia
uscente dalla curva Rg = (0,p), p € [0, 1] all’istante di tempo ¢y = 0, osservata ai tempi
to = 0,0.25,0.5,0.75, 1
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Esercizio 3.2 — Linee di corrente, traiettorie e linee di fumo. Sia dato il campo di moto

u(z,y) = 24z& — 2Ayy (3.52)
Calcolare ’equazione delle linee di corrente, delle traiettorie e delle linee di fumo (curve
di emissione) e disegnarle. n

Soluzione

Concetti. Definizione di linee di corrente, traiettorie, linee di fumo, tracce. Soluzione
di sistemi di equazioni differenziali ordinarie (problemi di Cauchy, ai valori iniziali).
Svolgimento. Partendo dalle definizioni, si ricavano le equazioni delle curve caratteri-
stiche.
e Linee di corrente. Dalla scrittura in componenti della definizione di linee di
corrente si ottiene il sistema

dx
— A(p)2AX
g{} ) (3.53)

risolvibile ad esempio ricavando A(p) = 2§)§()) dalla prima equazione e inserendolo

nella seconda. Integrando tra pg e p, dopo aver semplificato i fattori 24, si ottiene
(derivare per credere)

W) YO X0 Y(0)
o= (S v ) = %y " v (3.54)
(

- X(P)Y(p) = X(po)Y (po) (3.55)

Le linee di corrente appena ricavate sono delle iperboli equilatere con gli asintoti
coincidenti con gli assi. Nel procedimento svolto, per poter dividere per X (p) e Y(p)
dobbiamo imporre la condizione che X (p), Y (p) siano diversi da zero. Nella ricerca
degli equilibri del sistema, si nota che
— il punto (z,y) = (0,0) é 'unico punto di equilibrio del sistema, punto di ristagno
del campo di velocita;
— gli assi coordinati coincidono con linee di corrente: la derivata dX/dp & nulla
quando X = 0 (se la parametrizzazione della curva e regolare, cioe A(p) # 0);
la derivata dY/dp & nulla quando Y = 0 (se la parametrizzazione della curva e
regolare, cioe A(p) # 0). Nel primo caso, la linea di corrente coincide con ’asse
y, avendo coordinata X = 0 costante e coordinata Y (p) descritta dalla seconda
equazione; nel secondo caso, la linea di corrente coincide con 1’asse x, avendo
coordinata Y = 0 costante e coordinata X (p) descritta dalla prima equazione.
e Traiettorie.

dx
g—é = ZAx(t) . {m(t, TO,tO) _ .'EO@ZA(t_tO) (3 56)
dt —24y(t) y(t;ro, o) = yoe A1) '

z(to) = 2o,  y(to) = vo

Osservazione.

Per ricavare la forma cartesiana dell’equazione delle traiettorie bisogna esplicitare il
parametro ¢ in funzione di una delle due coordinate e inserire la formula ottenuta nel-
I’equazione delle altre componenti. In questo caso ¢ possibile eliminare la dipendenza
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da t, moltiplicando tra di loro le componenti delle traiettorie e ottenendo zy = zgyo:
si osserva ’equazione delle traiettorie coincide con I’equazione delle linee di corrente
per il campo di velocita considerato. Le linee di corrente coincidono con le linee di
corrente e le linee di fumo nel caso in cui il campo di veloicta ¢ stazionario: in
questo caso, il sistema differenziale con il quale si ricavano linee di corrente e linee di
fumo ¢ autonomo, cioe¢ il termine forzante non dipende esplicitamente dal tempo.
La soluzione di un problema differenziale di un sistema autonomo non dipende dal
tempo t in s¢, ma dalla differenza tra il tempo ¢ e il tempo al quale viene imposta la
condizione iniziale ty: nella formula parametrica delle traiettorie, t e tg compaiono
sempre come differenza t — ty e mai “in altre forme”, come ad esempio nell’esercizio
precedente, nel quale il campo di moto non ¢ stazionario. Per questo motivo si arriva
alla stessa equazione in forma cartesiana per le traiettorie e le linee di fumo, dopo
aver esplicitato rispettivamente ¢ e t¢ in funzione di una coordinata e aver inserito
questa espressione nelle formule delle altre componenti.

e Linee di fumo. Da quanto riportato nel punto e nell’osservazione precedenti, e
immediato ricavare sia la forma parametrica delle linee di fumo,

z(to;t, 7o) = xoe2Alt=to)
(3.57)
y(to;t, ro) = yoe 24010

sia la forma cartesiana, xy = xoyo.
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Esercizio 3.3 — Linee di corrente, traiettorie, linee di fumo: non stazionario. Sia dato il
campo di moto

u(z,y,2) = 3y — 3zg + t2 (3.58)

Calcolare ’equazione delle linee di corrente, delle traiettorie e delle linee di fumo (curve
di emissione) e disegnarle. "

Suggerimento. Le componenti z e y del sistema sono accoppiate tra di loro. Risol-
vendo il sistema per le linee di corrente,

dX

—— = Ap)3Y

% X% v =0

TEAEBX o LW p (3.59)
% - p) )

Integrando la prima, si ottiene ’equazione di una criconferenza X (p)? + Y (p)?2 = R? (con
R? = X(po)? + Y(po)?, descrivibile in forma paramterica come

{X(p) = Rcos(p)
Y(p) = Rsin(p) .

Con la parametrizzazione scelta, & possibile ricavare la relazione A\(p) = —1/3 e integrare
I’equazione per la componente Z.

(3.60)

Per il calcolo dell’equazione che descrive le triettorie delle particelle materiali e le
linee di fumo, la soluzione del problema di Cauchy

gjf —3y(t)  alto) = a0
;tl = —=3z(t) y(to) = yo (3.61)
d—j =t Z(to) =20 ,

ha la forma

x(t,ro,to) = Asin(3t) — B cos(3t)
y(t,ro,to) = Acos(3t) + Bsin(3t) (3.62)
2 — 2

5

Z(t, ’l"o,t()) =20+

Le costanti di integrazione mancanti A, B vengono calcolate imponendo le condizioni
iniziali,

A = ypcos(3tg) + zosin(3tg) , B = yosin(3tg) — zg cos(3tp) , (3.63)

e la soluzione del problema in forma parametrica puo essere riscritta come

x(t, o, to) = xocos(3(t — to)) + yosin(3(t — to))
y(t,ro,to) = —xo 812(3(752* to)) + yo cos(3(t — to)) (3.64)
£2 — 42

Z(t, ’I"(),t(_)) = 20 + 9
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Esercizio 3.4 — Linee di corrente, traiettorie e linee di fumo: 3D. Sia dato il campo di
moto
° r+ Y y + : z
= xXr z
e A Y T

u(z,y, 2) (3.65)
Calcolare I’equazione delle linee di corrente, delle traiettorie e delle linee di fumo (curve
di emissione) e disegnarle. n

Suggerimento. Per risolvere 1’esercizio in maniera semplice, si osservi che il campo
di moto ¢ stazionario e ha simmetria sferica: ¢ quindi conveniente usare un sistema di
coordiante sferiche.
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(4. Bilanci

In questo capitolo vengono introdotti i bilanci di alcune quantita meccaniche per un mezzo
continuo. I bilanci in forma integrale permettono di descrivere ’evoluzione complessiva
(integrale) di un sistema e vengono ricavati partendo da alcuni principi fondamentali della
meccanica classica: la conservazione della massa, I’equazioni cardinali della dinamica, il
primo principio della termodinamica o bilancio dell’energia. Vengono scritti prima per un
volume materiale e poi per volumi di controllo o volumi in moto generico, utilizzando il
teorema del trasporto di Reynolds.

Dai bilanci in forma integrale, sotto ipotesi di sufficiente regolarita dei campi, vengono
poi ricavati i bilanci in forma differenziale, che permettono di descrivere 1’evoluzione
locale (puntuale) di un sistema. La forma lagrangiana del bilanci di massa, di quantita di
moto e della vorticita verra utilizzata per meglio apprezzare il significato del vincolo di
incomprimibilita, il ruolo della pressione (e degli sforzi in generale) nella dinamica di un
fluido e intuire I'influenza del campo di velocita sul campo di vorticita.

Successivamente, dai bilanci integrali vengono ricavate le relazioni di salto delle quantita
meccaniche. Queste relazioni possono essere utilizzate per trovare determinare lo stato di
un sistema formato da due sotto-sistemi, all’interno dei quali i campi sono regolari, ma
che sono separati da una frontiera, attraverso la quale i campi non sono regolari: alcuni
esempi di queste sono le superfici “di scorrimento” in fluidi non viscosi, attraverso le quali ¢
discontinua la componente tangenziale della velocita, o le onde d’urto che possono formarsi
in correnti comprimibili di fluidi non viscosi.

Infine, viene fornita una breve introduzione agli esercizi sui bilanci integrali, che costituisce
una prima linea guida al loro svolgimento.

Bilanci in forma integrale

Vengono ricavati i bilanci integrali per un volume materiale V' (¢) partendo dai principi
fondamentali della meccanica classica. Successivamente si ricavano i bilanci per un volumi
in moto arbitrario v(t) e, come caso particolare, volumi di controllo V..
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Bilancio di massa

La massa di un volume materiale e uguale all’integrale sul volume della densita p. Per
il principio di conservazione della massa, la massa di un sistema chiuso (che non
ha scambi di materia con l’esterno), come ad esempio un volume materiale V' (¢), rimane
costante e quindi la sua derivata nel tempo deve essere uguale a zero,

d
— =0. 4.1
dt/mp (4.1)

Bilancio della quantita di moto

La quantita di moto di un volume materiale & uguale all’integrale sul volume della quantita
di moto per unita di volume pu, dove u ¢ la velocita delle particelle materiali. Per la prima
equazione cardinale della dinamica, la derivata nel tempo della quantita di moto di
un sistema e uguale alla risultante delle forze esterne agenti sul sistema,

d
4 - +74 tn | 4.2
dt /V(t) e /V(t)f sy &2

dove fv(t) f rappresenta la risultante delle forze esterne di volume e fs(t) t, la risultante
delle forze esterne di superficie, avendo indicato con f il campo di forze per unita di volume
e ty, il vettore sforzo agente sulla supreficie esterna S(t) del volume V' (¢). Il teorema di
Cauchy nella meccanica del continuo, permette di esprimere il vettore sforzo t,, in funzione
del tensore degli sforzi T e la normale alla superficie fa, come ¢, = 7o - T.

Bilancio del momento quantita di moto

Il momento della quantita di moto di un volume materiale ¢ uguale all’integrale sul volume
del momento della quantita di moto per unita di volume pr x u, dove r & il vettore che
congiunge il polo con i punti del volume materiale. Per la seconda equazione cardinale
della dinamica, la derivata nel tempo del momento della quantita di moto di un sistema,
rispetto a un polo fisso, € uguale alla risultante momenti esterni sul sistema,

d
— T X U= r X —i—% rXty,, 4.3
dt /V(t> P V() / s (43)

nell’ipotesi che non ci siano momenti esterni per unita di volume e che il materiale non sia
polare (due elementi di materiale adiacenti non si scambiano momenti ma solo forze).

Bilancio dell’energia totale

L’energia totale di un volume materiale ¢ uguale all’integrale sul volume della sua energia
interna per unita di volume pe e della sua energia cinetica per unita di volume p|u|?/2.
Combinando il primo principio della termodinamica (che riguarda solo sistemi in
equilibrio) con il teorema dell’energia cinetica (che non include il contributo di energia
interna), la derivata nel tempo dell’energia totale del sistema di un sistema ¢ uguale
alla differenza tra la potenza delle forze agenti sul sistema e i flussi di calore uscenti da
€sso,
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d/ pet:/ fqu]{ tn'u—f q-n, (4.4)
dt Jv ) v (t) S(t) S(¢)

avendo indicato con q il flusso di calore uscente dal volume materiale V (t) E stata fatta
I'ipotesi che non ci siano fonti di calore per unita di massa 7, che verrebbero rappresentate
da un termine fv(t) pr a destra dell’'uguale.

Bilanci integrali per volumi in moto arbitrario

Utilizzando il teorema del trasporto di Reynolds, & possibile esprimere la derivata nel tempo
dell’integrale di un campo f su un volume materiale V' (¢) come somma della derivata nel
tempo dell’integrale dello stesso campo f su un volume arbitrario v(t) e al flusso della
quantita f attraverso la frontiera s(t) = dv(t) di v(t), dovuto alla velocita relativa u — v
tra le particelle materiali e la superficie s(t),

d d
dt it +% —v)n. 4.5
at V(”f d /v<t)EV<t)f s(t)ES(t)f(u V) (4.5)

I bilanci integrali riferiti a un volume arbitrario v(t), la cui superficie s(t) si muove con
velocita v, risultano

dt/(t) j{ plu—v)- =0
[ f i [ g+
dt Ju) s(t) (t)

d

—/ prxu—i—j{ pr X u(u — v) n—/ rxf—i—?{ r Xty
dt Ju(t) )

f/p—i-jl{pe —vn—/fu—i-%tnu%qn
dt Ju(t) ®

(4.6)

4.1.6 Bilanci integrali per volumi di controllo fissi

4.2

Come caso particolare dei bilanci integrali riferiti a un volume arbitrario v(t), i bilanci
integrali riferiti a un volume di controllo fisso V, risultano

d/ +?£ u-n =0
dt Cp Scp -
d .
%/ pu—i-?{ puu-n:/f—i-?{ tn
c Se Ve Se (47)

d
—/ prxu—i—j{ por X un - = rx f+ T Xty
dt - S, Ve Sec

d t tc A~ o
— | pe’+ ¢ peu-n= fut+td t, - u—9¢ g-n.
dt Jv, S Ve S Se

Bilanci in forma differenziale

Sotto le ipotesi di sufficiente regolarita dei campi che compaiono negli integrali di superficie,
e possibile trasformare gli integrali di superficie in integrali di volume, applicando il teorema
della divergenza o il lemma del teorema di Green

fomi= [ 1. (4.8)

avendo indicato con f/; la derivata parziale rispetto alla coordinata cartesiana x; e con n;
la proiezione lungo x; della normale uscente dalla superficie S = 0V. Una volta scritti tutti
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i termini come integrali di volume, sullo stesso volume V', & possibile sfruttare 'arbitrarieta
del volume V' per ricavare i bilanci in forma differenziale. In questa sezione, si partira dai
bilanci in forma integrale scritti per un volume di controllo fisso V' = V,, per il quale vale

d [, [of
@/Vf— =Y (4.9)

secondo il teorema del trasporto di Reynolds.

Bilancio di massa

Usando il teorema del trasporto di Reynolds per volumi di controllo fissi e applicando il
teorema della divergenza al termine di flusso, si puo scrivere

jt/vﬁjgpu.ﬁ:/v[ggw.(pu)]:o. (4.10)

Sfruttando 'arbitrarieta del bilancio integrale dal volume considerato e imponendo che
I'integranda sia nulla, si ricava la forma conservativa del bilancio differenziale di mas-
sa,

dp
V- =0 4.11
otV (pu) (411)
Sviluppando la divergenza V - (pu) = pV - u + u - Vp, e riconoscendo l’espressio-

ne della derivata materiale, si ottiene la forma convettiva del bilancio differenziale di
massa,

0
l+u-Vp+pV-u:0
ot
(4.12)
Dr__ v.u
pt PV

Il vincolo cinematico di incomprimibilita V -« = 0 equivale al vincolo “fisico” che impone
che la densita delle singole particelle materiali rimanga costante, Dp/Dt = 0.

Bilancio di quantita di moto

E possibile trasformare in un integrale di volume la risultante degli sforzi di superficie,
utilizzando il teorema di Cauchy per i mezzi continui,

tn =n-T s ti = n]Tﬂ s (4.13)

dove t,, & il vettore sforzo, nn la normale alla superficie e T il tensore degli sforzi. La
risultante degli sforzi di superficie diventa, usando un po’ di liberta nel passare dalla
notazione astratta a quella indiciale,

ﬁ’tn:éti:fgnj]}i:/v@i/j:/VV‘T. (4.14)

Usando il teorema del trasporto di Reynolds per volumi di controllo fissi e applicando il
teorema della divergenza al termine di flusso,

fs{puu'ﬁ}i = ]{Spuz'uj'nj I/V(pUin)/j Z/VV-(pu@M) , (4.15)
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si puo scrivere il bilancio di quantita di moto

/ d(pu)
v Ot
Sfruttando ’arbitrarieta del bilancio integrale dal volume considerato e imponendo che

Iintegranda sia nulla, si ricava la forma conservativa del bilancio differenziale di quantita
di moto,

)Z/V[f+V-T]' (4.16)

9(pu)
ot

+V-(pu@u-T)=f. (4.17)

Sviluppando i termini

a(pu) B 8u o Op a(pui) B Guz tu p
ot Pac “ %ot - ot P ot Lot (4.18)

V(pu@u)=pu-Viu+uV-(pu) , (puiu;)/; = puju;/; +uilpug) i,

riconoscendo che u - (Op/0t + V - (pu)) = 0 come conseguenza della conservazione della
massa, si ottiene la forma convettiva dell’equazione della quantita di moto

ou

p—+plu-Vu=f+V.-T

ot (4.19)
Du - )
Por = f+Vv.

Bilancio del momento della quantita di moto

Il bilancio del momento della quantita di moto per un mezzo continuo non polare &
equivalente alla condizione di simmetria del tensore degli sforzi

™ =T , Ty=Tj. (4.20)

Bilancio dell’energia totale

Usando un po’ di liberta nel passare dalla notazione astratta a quella indiciale, la potenza
degli sforzi di superficie diventa

fgtn-u:étiui:ﬁnﬂ’ﬁui:/ Tﬂuz / V.
:/(Tij/j“iJrTz‘juj/i) :/ (V-T)-u+T:Vu),
\%4 %4

(4.21)

avendo utilizzato la simmetria del tensore degli sforzi, Tj;;; = {V - T'}; = {V - T}
Applicando il teorema della divergenza, il termine di flusso di calore viene scritto come

fsq‘ﬁz/vV-q- (4.22)

La forma conservativa del bilancio differenziale di energia totale diventa quindi
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d(pe')
ot

+V-(plu—-T-u—q)=Ff u. (4.23)

Sviluppando la derivata temporale e il termine V-(pe'u) = pu-Vel+e'V-(pu), riconoscendo
che et(0p/0t + V - (pu)) = 0 come conseguenza della conservazione della massa, si ottiene
la forma convettiva dell’equazione dell’energia totale,

t

p=—tpu-Vel=f - u+V-(T-u)-V-q
ot (4.24)
De! .
pﬁ:f%t—f-v-('l[‘-u)—v-q.

Chiusura del problema

Affinché il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali formato dai bilanci di massa,
quantita di moto ed energia totale, con le condizioni iniziali e al contorno adeguate, sono
necessarie 1’equazione di stato del materiale che ne descriva le proprieta termodinamiche’
e i legami costitutivi che esprimano il tensore degli sforzi e il flusso di calore come funzioni
dello stato dinamico e termodinamico del sistema. Per un fluido, il tensore degli sforzi
viscosi T puo essere scritto come la somma del contributo idrostatico dovuto alla pressione
p e il tensore degli sforzi viscosi S, funzione delle derivate spaziali del campo di velocita.
Un fluido che ha un legame costitutivo lineare tra il tensore degli sforzi viscosi e il gradiente
di velocita Vu, viene definito fluido newtoniano. Per un fluido newtoniano isotropo, il
legame costitutivo che definisce il tensore degli sforzi e

T = —pl + 2uD + \(V - w)I, (4.25)

dove p e A sono rispettivamente il coefficiente di viscosita dinamica e il secondo coefficiente
di viscosita, p ¢ la pressione (“termodinamica”), D il tensore velocita di deformazione. In
generale, sia la pressione p sia i coefficienti di viscosita dipendono dallo stato termodinamico
del sistema.

Il flusso di calore q per conduzione puo essere descritto dalla legge di Fourier, che lo
mette in relazione con il gradiente della temepratura tramite il coefficiente di conduzione
termica k, in generale funzione dello stato termodinamico del sistema,

q=—kVT. (4.26)

L’introduzione di queste leggi costitutive nelle equazioni di bilancio, aggiunge nuove
incognite al sistema, per le quali non abbiamo ricavato un’equazione dinamica. Sono quindi
indispensabili la legge di stato che fornisca le relazioni necessarie,

p=plp.e) , pu=ppe)
T=T(p,e) , A=A(p,e) (4.27)
k=k(p.e),

avendo scelto le variabili termodinamiche delle quali & nota I’equazione dinamica come due
variabili termodinamiche indipendenti: la densita p e I'energia interna e. Ve

1Si ricorda che lo stato termodinamico di un sistema monofase & definito da due variabili termodinamiche
indipendenti.
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Altre equazioni di bilancio

Combinando i bilanci delle quantita meccaniche ottenuti partendo dai principi fondamentali
della fisica, si possono ottenere le equazioni di bilanci di altre quantita, come ad esempio
'energia cinetica p|u|?/2, 'energia interna e, e la vorticitd w = V x u.

Equazione dell’energia cinetica

Moltiplicando scalarmente il bilancio della quantita di moto per il vettore velocita u, si puo
scrivere ’equazione di bilancio dell’energia cinetica. In forma conservativa,

9 plul? |ul?
i . 2 = . . : 4.2
% 2 +V pu— frutu- (V-T), (4.28)
in forma convettiva,
2 2
ot 2 2
, (4.29)
BM—f u+u-(V-T)
Dt 2 = ‘

Equazione dell’energia interna
q g

Dalla differenza del bilancio dell’energia totale e dell’energia cinetica, si ottiene il bilancio
dell’energia interna. In forma conservativa,

d(pe)
ot

+V - (peu)=T:Vu+V-q. (4.30)

in forma convettiva,

p@—i—pu-Ve:T:Vu—i-V-q
ot (4.31)
De 1. vu+v '

Equazione della vorticita

Applicando l'operatore di rotore al bilancio della quantita di moto, si ottiene ’equazione
dinamica della vorticita. Per un fluido newtoniano (con coefficienti di viscosita costanti e
uniformi),

aa(:+(u~V)w—(w'V)u—w(V‘u)—i-VAerVP:QVP
Dw VpxVp @8

— =(w-V)u—w(V-u)+rvAw+

Dt p? ’

dove ¢ stata introdotta la viscosita cinematica del fluido, v = p/p.
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Relazioni di salto
Introduzione agli esercizi

I bilanci integrali di massa e quantita di moto consentono di calcolare le azioni integrali
(forze e momenti) scambiati tra un fluido e un corpo. Per studiare l'interazione integrale di
un fluido con un corpo fermo (in un sistema di riferimento inerziale) ¢ conveniente usare
una descrizione euleriana del problema. Ogni bilancio integrale puo essere utilizzato per
calcolare delle grandezze fisiche integrali incognite:

e flussi di massa (portate massiche) dal bilancio di massa;

e risultanti di forze dal bilancio di quantita di moto;

e risultanti di momenti dal bilancio del momento della quantita di moto;

e potenze dal bilancio dell’energia.
Per esempio, nel caso stazionario in cui la pressione del fluido & uniforme sulla superficie
esterna Sy del volume di controllo e le forze di volume sono trascurabili, la risultante delle
forze e dei momenti agenti su un corpo solido valgono

(4.33)
=— pr X uu-n
Sy

avendo indicato con 7 il raggio tra il punto nel fluido e il polo, rispetto al quale ¢ calcolato
il momento. Per casi piu generali, in cui la pressione non & uniforme, si rimanda allo
svolgimento degli esercizi.
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Esercizio 4 .1 — Bilancio di massa: teoria delle reti. Si
consideri una rete idraulica come quella rappresentata
in figura. All'interno dei tubi scorre acqua. Sia nota le
velocita media dell’acqua all’interno di alcuni dei rami
della rete: Uy = 1m/s, U = 1.5m/s, U3 = 0.5m/s,
U =2m/s e Ug = 0.3m/s. Il verso della velocita ¢
indicato dalle frecce sul disegno. Determinare la portata
volumetrica, la portata in massa e la velocita media
all’interno di ciascun ramo della rete sapendo che ’acqua
ha una densita pari a p = 999 kg/m?, e che il diametro
dei tubi e rispettivamente D; = 0.4 m, Dy = 0.2 m,
D3 =0.2m, Dy = 0.3 m, D5 = 0.5 m, Dg = 0.25 m,
D7 =0.3m, Dg = 0.6 m.

(Q1 = 0.13 m3/s, Q2 = 0.05 m3/s, Q3 = 0.02 m3/s,
Q4 = 0.13 m3/s, Q5 = 0.06 m3/s, Q¢ = 0.13 m3/s,
Q7 = 0.14 m3/s, Qs = 0.08 m3/s, Uy = 1 m3/s,
Uy = 1.5 m3/s, U3 = 0.5 m3/s, Uy = 1.87 m3/s,
Us = 029 m3/s, Ug = 2.69 m3/s, Uy = 2 m3/s,
Us = 0.3 m3/s, Q; = 125.5 kg/s, Qs = 47.08 kg/s,

Qs = 15.69 kg/s, Q, = 131.8 kg/s, Q5 = 54.49 kg/s,
Q¢ = 131.8 kg/s, Q; = 141.2 kg/s, Qg = 84.74 kg/s) =

Soluzione
Concetti. Bilancio integrale della massa. Teoria delle reti: bilancio ai nodi.
Svolgimento. Se il regime di moto e stazionario, la portata massica e costante e
indipendente dalla sezione considerata all’interno di ogni singolo tubo. Il bilancio di massa
nell’i-esimo tubo e,

d X X o . .
Sle=f =g pwnif pui=QatQs > Qa=-Qus. (130
dt Jy, S; Si,a Si.p
———

=0

avendo indicato S; , e S; g le due sezioni in “ingresso” e “uscita” del tubo V;, con 7, Qa e
Qﬁ la normale uscente e i flussi di massa uscenti dal volume V;. Se si calcola il flusso di
massa @Q; attraverso le sezioni del tubo con normale identificata dal “verso di percorrenza”
del tubo, uno dei due termini cambia segno e si dimostra che la portata ¢ costante sulle
sezioni del singolo tubo,

Qi =Qipg=1Q; - (4.35)
Utilizzando il verso delle frecce indicato in figura per stabilire il segno dei flussi di massa,
il bilancio di massa ai nodi porta al sistema lineare,

Q1+ Qy+Q3—Qs— Q5 =0 (bil. al nodo in alto)
Q;+Qs—Q;=0 (bil. al nodo a sinistra) (4.36)
Qs —Qs=0 (bil. al nodo a destra) ,

nel quale le incognite sono i flussi @4, @5, Qg, una volta calcolati gli altri flussi con i dati

forniti dal testo del problema, Q, = p%D,%Uk, k=1,2,3,7,8. Successivamente si calcolano
le portate volumetriche @ incognite, dividendo le portate massiche @), per la densita rho,

kai’“ , k=1:8. (4.37)
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Esercizio 4 .2 — Bilancio di massa: riempimento bombola. Si sta riempiendo una
bombola per immersioni subacquee. Sapendo che la pompa aspira aria a pressione
ambiente di 1.01 x 10° Pa e alla temperatura di 293 K in un condotto di sezione
1 cm? in cui la velocita media ¢ di 0.5 m/s e che non ci sono perdite nel sistema,
di pompaggio, determinare la rapidita di variazione della massa d’aria e della sua
densitéx all’interno della bombola, sapendo che il volume della bombola ¢ pari a
0.02 m3

(M — 6.01 x 10-3 kg/s, % =3.00 x 1073 kg/(m?s)). "

Soluzione

Concetti. Bilancio integrale della massa. Legge dei gas perfetti.

Svolgimento. Sono date la pressione p e la temperatura T all’uscita della pompa. E
nota ’area S della sezione e la velocita media U su quella sezione. Si trova la variazione
di massa all’interno della bombola grazie al bilancio integrale di massa nel volume della
bombola V' (volume di controllo, fisso),

AM
- - m~in 4'
it dt/p %puuPSU (4.38)

dove si ¢ indicato con M la massa totale, S;;, ’area della sezione del tubo utilizzato per
riempire la bombola e p;;,, la densita sulla sezione di ingresso, dove sono note la pressione
P, e la temperatura T;,. Ipotizzando che valga la legge di stato dei gas perfetti, la densita
sulla sezione di ingresso vale

Pin
RTm ’

Pin = (4.39)

dove R = 287J/(kg K) & la costante dei gas per 'aria. La derivata nel tempo della massa

d’aria nella bombola vale quindi
amM kg

— =6.0-107°-2
S

o (4.40)

Supponendo che la densita dell’aria si uniforme all’interno della bombola, si pud calcolare
la sua derivata nel tempo,

dp _ kg
y7 th/p—QO 103 : (4.41)
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Esercizio 4.3 — Effetto Coanda sul cilindro. Un get-
to d’acqua (p = 999 kg/m3) stazionario, piano e
orizzontale viene indirizzato su un cilindro, lamben-
done la superficie e venendo deviato di un angolo 0
o = 15°. Determinare la forza agente su una porzio-
ne del cilindro di lunghezza pari a H = 2 m, dovuta
sia al getto d’acqua, sia all’aria circostante, sapendo
che:
e il fluido che circonda il getto e il cilindro e aria
in quiete a pressione atmosferica di 101325 Pa;
e la larghezza del getto e h = 2 cm;
e la portata d’acqua per unita di lunghezza nel
getto & Q =199 kg m~—! s 1.
Sufficientemente lontano dal cilindro, il profilo di
velocita sulle sezioni del getto ¢ uniforme. Illu-
strare tutte le ipotesi semplificative adottate nella
risoluzione dell’esercizio.

(F=1026 & —135 g N) -

Soluzione

Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto. Equazioni di equilibrio
(equazioni fondamentali della dinamica classica). Principio di azione e reazione. Integrale
della normale su una superficie chiusa ¢ identicamente nullo. Effetto Coanda (esempio
della bustina da té sotto il rubinetto).

Svolgimento. Vengono fatte alcune ipotesi: il problema stazionario; attorno al getto e
al solido, l’aria € in quiete con pressione uniforme p,; il profilo di velocita ¢ uniforme sulle
sezioni del getto considerate nelle equazioni di bilancio.

Partendo dalle equazioni di bilancio per il volume di controllo V; occupato dal fluido,
rielaborando il termine degli sforzi di superficie sforzi di superficie, si ricava la risultante R
agente sul solido in funzione del flusso di quantita di moto del fluido attraverso la superficie
Sy = 0V;.

Innanzitutto viene ricavata l’espressione della risultante R agente sul solido.

e Vengono scritte le equazioni di bilancio per il fluido, considerando il volume V}

d .

7 / p+ ¢ pu-n=0 (massa)

ey 51 (4.42)
—/ pu + f pun - N = t, =0 (quantita di moto)

dt Jvy Sy Sy

e Viene introdotta 'ipotesi di stazionarieta del fenomeno, % = 0. La risultante degli
sforzi viene scritta come somma degli sforzi di pressione e degli sforzi viscosi,

puu-ﬁ:j{ tn:% sn—% Py . (4.43)
Sy Sy Sy Sy

e Viene manipolato il termine degli sforzi di superficie. Il contorno Sy del volume
fluido viene scomposto come unione della superficie a contatto con il solido Sy, delle
superfici “laterali” Sy, (attraverso le quali non c’e flusso di quantita meccaniche,
poiche u - 2 = 0) a contatto con I'aria in quiete e le sezioni “di ingresso” Sy e “di



56

Capitolo 4. Bilanci

uscita” Sy o sulle quali la velocita ¢ uniforme, utilizzate per i bilanci integrali per il
volume fluido. Viene indicata con iy la normale uscente dal volume V. Il contorno
S, del solido viene scomposto come unione della superficie a contatto con il fluido
Ssy e della superficie Sy a contatto con I’aria in quiete. Viene indicata con i, la
normale uscente dal volume V,. In questo modo, la superficie Sys coincide con la
superficie S;¢, a meno della normale invertita, iy = fi;. Su queste superfici, per
il terzo principio della dinamica, lo sforzo t, . agente sul solido dovuto al fluido ¢

uguale e contrario allo sforzo ¢, ¢, agente sul fluido dovuto al fluido, £, = —tn ¢5.

La superficie formata dall'unione Sy, U Sy 1 USf2USg =: Seqt € una superficie chiusa

con normale uscente fi uguale a fy sulle prime tre superfici e uguale a i su Sg.

Lo sforzo agente su Sg,; € uguale a —p,7, poiché le superfici libere sono a contatto
con aria in quiete con pressione p, e le traiettorie delle particelle rettilinee (senza
curvatura®) sulle sezioni S r1eSroa.

t, = / t, + tn + ty = (tn|5' S = _paﬁf )
%S'f Ste Sti42 Sts Fenf1+2
=— / Pafry + t, = (somma e sottrazione di / Patrf)
SpeUSs 142 Sgs Sts
= - pﬁ—/ DaTt +/ Doy + tn, = Mg = —TNg, tnrs = —t su S
/SflUSf,H-z altf Sy altf Sy, altf S, n ( f sy Infs nsf fs)
_fs Pafip=0
= _/ Pafls — / tnsy = (]{ PaTts = 0)
sf SS:SSqusg

- +/ pans / t’nsf - (t’ns =
SSZ

:—/ tns_/ tnsf:_j{ tns:
Su S S,

=R,

s

(4.44)

dove R ¢ la risultante degli sforzi di superficie agente sul solido. In questo esercizio &
il contributo delle forze di volume (ad esempio il peso) agenti sul solido.

e Sostituendo nell’equazione del bilancio della quantita di moto si ottiene:

R=—-9¢ puu-n (4.45)
Sy

e Considerando solo le superfici di V; attraverso le quali ¢’¢ un flusso non nullo di

quantita di moto, la risultante delle forze diventa
R:—/ puu-ﬁ—/ puY - N (4.46)
Spa

dove le quantita all’interno degli integrali sono riferite alle superfici di integrazione.
Sulle sezioni S¢1, Sf2 la velocita ¢ uniforme con modulo U (dalla continuita, la
velocita sulle due sezioni & uguale poicheé larea delle due sezioni & uguale) diretta

2Vedi commento sull’equazione della quantita di moto e sulle traiettorie delle particelle

—PaTls SU Sse
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lungo la linea media del getto. Le componenti cartesiane della risultante R sono

2
H
R, = @ . sin «v
szH (4.47)
y = — h (1 —cosa) ,

riferite agli assi rappresentati in figura.
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Esercizio 4 .4 — Giochi d’acqua. Un getto d’acqua
(p = 999 kg/m?) stazionario, piano e verticale vie-
ne indirizzato su un oggetto di massa M, tenuto
da esso in equilibrio. Il getto ha distribuzione di
velocita uniforme U lungo lo spessore H, mentre

la distribuzione sul bordo dell’oggetto e triangolare
di spessore h con velocita massima V. Si calcoli la m
velocita V' e la massa M dell’oggetto supponendo ¢

che:

e il fluido che circonda il getto e il solido &
aria in quiete a pressione atmosferica di P, =
101325 Pa;

e si possa trascurare la gravita nel bilancio di
quantita di moto, ma non nell’equilibrio del

corpo.
(V=UH/h;M = pU?H/g) u
Soluzione

Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto. Equazioni di equilibrio
(equazioni fondamentali della dinamica classica). Principio di azione e reazione. Integrale
della normale su una superficie chiusa ¢ identicamente nullo.

Svolgimento. Ipotesi: problema stazionario; sulla superficie libera del corpo e del
fluido agisce solo la pressione ambiente p,; nessun effetto della gravita nei bilanci del fluido.

Si sceglie un asse y diretto verso ’alto.

e Scrittura delle equazioni di bilancio per il fluido.

{gtfﬂp"'fagpu'ﬁ—o (massa)
% Ja pu + $oq pun - A+ $50 PR — $90 Sn — [, pg =0 (quantita di moto)
(4.48)

A queste, va aggiunta ’equazione di equilibrio del corpo sottoposto alla forza di
gravita: F' 4+ Mg = 0.

e Dopo aver semplificato il bilancio di massa, da esso si ricava la velocita V. La velocita
sui due bordi ’di uscita’ & v(s) = V's/h, avendo chiamato s la coordinata che descrive
tale superficie per valori compresi tra 0 e h.

h
0= / pu-ﬁ—i—/ pu-fl—i—/ pu-it = —pUH+2/ oVids=p [—UH—#— 21Vh]
Sin Soutl Sout2 0 h 2
(4.49)
E quindi V = U%.
e Le equazioni vengono opportunamente semplificate secondo le ipotesi fatte (vengono
eliminati i termini non stazionari e il termine contenente le forze di volume - gravita).

I1 bordo del dominio fluido 9€2 viene indicato con Sy. I contributi di pressione e
viscosi vengono raccolti nel vettore di sforzo complessivo.

j{ puu-ﬁ:% sn—% pn=9¢ t, (4.50)
Sy Sy Sy Sy
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e Riscrittura del termine di contorno. Si indica con Sy il contorno fluido: questo ¢

costituito dall’'unione del controno a contatto con il corpo S, e quella libera S;. 11
contorno del corpo Ss ¢ suddiviso nel contorno S, a contatto con il fluido e nel
contorno libero S,.
Nei passaggi successivi si ricava il legame tra sforzi sul contorno del dominio fluido
e la forza agente sul corpo. Si usano le ipotesi che sulle superfici libere agisca solo
la pressione ambiente. Si usa il fatto che I'integrale di una quantita costante per la
normale su una superficie chiusa ¢ nullo. Vengono definite le normali n ¢ ns come
la normale uscente dal volume del fluido e quella uscente dal solido. Si definiscono
tn e ty,, come lo sforzo agente sul fluido e quello agente sul solido. Si usa infine il
fatto che n = —ng (normali uscenti dai due domini, uguali e contrarie) e t, = —tn,
sulla superficie in comune (sforzi agenti sulla superficie comune, uguali e contrari;
principio di azione e reazione).

% tn:/ tn"’/ tp, = (tn|Sl:_pan)
Sf Sl c

= —/ Pa + / tn, = (somma e sottrazione di / PaMt)
S Se c

= _/ DPam — / pan+/ Pam +/ tn = (TL = —ns)
Sl Sc Sc SC

=0

:_/ pans+/ t, = (SSZSCUSCZG/])G’I’Z:O)
Se Se S

= / Pas +/ tn = (tnS‘SCl = —PgNs, tn5|SC = _tn)

Sel Se

[ -
Scl Sc
[t

S

--R
(4.51)

e Sostituendo nell’equazione del bilancio della quantita di moto si ottiene:
R = —?{ puu - N (4.52)
Sy

e Data la simmetria del problema si riconosce che non ci pud essere una componente
orizzontale. I contributi nel bilancio della quantita di moto sulla superficie di contatto
tra corpo e fluido e sulla superficie laterale del getto sono nulli poiche & nullo il flusso
su tali superfici. I contributi sulle sezioni ’di uscita’ sono uguali e contrari. Rimane
quindi solo il contributo dalla sezione ’in ingresso’.

F:—?{ puu-ﬁ:—jé pun -7 = pUH4g (4.53)
Sy Sin

e Si scrive 'equilibrio del corpo F 4+ Mg = 0, con g = —gg. Da questo segue che
M=F/g="0"H
g
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Osservazioni. Nell’elaborazione dei termini della quantita di moto & contenuta la forma
della risultante delle forze sull’oggetto vista in classe.

Come giustamente osservato da qualcuno in classe, la massa & per unita di lunghezza,
poiche stiamo considerando un caso bidimensionale.
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Esercizio 4.5 — Motore a getto. Il motore a getto in
figura & alimentato con una portata m. = 1.1 kg/s
di carburante liquido iniettato in direzione ortogo-
nale all’asse del motore. Calcolare la spinta T del
motore ipotizzando che:

e il carburante vaporizzi e diffonda completa-

mente;
e le sezioni di ingresso e uscita abbiano area y o lm v,
uguale e pari ad A = 0.5 m?; — J—»x —
e sia l’aria in ingresso che i gas di scarico siano ‘
a pressione atmosferica P,tm = 26400 Pa; 1 2

e la velocita di ingresso e di uscita siano
uniformi sulle rispettive sezioni;

e siano note la densita dell’aria in ingresso

p1 = 0.42kg/m?3, la velocita di ingresso V; =

240 m/s e la velocita di efflusso Vo = 980 m/s.

(T = —38374& N) =

Soluzione
Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto.

{g(l:lt.fvp:ﬁ?vpu’ﬁ' (massa) (454)
L[ pu=— gy pun-f+ [, f — $5, PR+ $5 Sn (quantita di moto)

Svolgimento. Ipotesi: Regime stazionario. Fluido non viscoso (?). Profilo costante di
velocita. No gravita.
e Scrittura dei bilanci integrali con le semplificazioni opportune, derivanti dalle ipotesi.

$o pu -1 =0 (massa) (4.55)
$or puu - = §, t,  (quantita di moto) .

e Ulteriore semplificazione usando 'ipotesi di profili di velocita uniformi

{—P1V1A1 — e + p2Vads =0

A ! o (4.56)
—p1ViVI AL + paVoVo Ay — 1thele = $g1090053 tn

e Relazione tra l'integrale della pressione e la risultante delle forze agenti sul gomito,
sfruttando il fatto che 'integrale della normale su tutta la superficie € identicamente
nullo. Si identificano con S; la superficie di ingresso, So la superficie di uscita, Ss la
superficie laterale interna del motore, S3, la superficie laterale esterna del motore.

f tn = j{ tn + % Pat =
S1USsUS3 S1USsUS3 S1US2US3,
—_—
=0
= [ w-pi— [ w-pi+ [ pait [ ta= s =pls =)
S1 Sa 530 S3

= / pa'ﬁ + ty, =
S3, Ss3

— t, = —F

Seng

(4.57)
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e L’equazione della quantita di moto diventa quindi:

—

—pViVIAL + poVaVoAg — tinetie = —F (4.58)

e Mettendo a sistema ’equazione del bilancio di massa e la proiezione in direzione

orizzontale dell’equazione della quantita di moto (si assume che l'iniezione del com-
bustibile, e quindi v, sia perpendicolare all’asse x e quindi non compare nel bilancio
della quantita di moto in direzione x):

A= A+ 1,
{pZVQ p1ViA+m (4.59)

—mVEA+ pViA = —F,

Si ottiene

Fy = pVEA — poVEA =
= VA = (p2VoA)Vs =
= pVPA = Vo(piViA + 1) =
= pViA(Vi = Va) — Varie

(4.60)

E la spinta coincide con la componente lungo x appena calcolata:
T = p1V1A(Vy — Vi) + Varie (4.61)
La spinta risulta quindi: T'= —F, = 38374N.

Interpretazione dei risultati e osservazioni.

In prima approssimazione, la spinta in un motore a getto € una funzione della portata
d’aria e della differenza di velocita tra ingresso e uscita. Spesso in molte applicazioni
il termine 7. € trascurabile.

Ragionare in questo caso sulla validita dell’approssimazione t,, = —p#n nella defini-
zione della risultante delle forze sul motore.
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Esercizio 4 .6 — Gomito. Un condotto di sezione
circolare avente diametro D = 5 ¢m forma un go-
mito con angolo di 90°. Nel condotto scorre acqua
(p =999 kg/m3) in regime stazionario con velocita
V = 0.5 rmm/s. All’esterno del condotto vi ¢ at-
mosfera con pressione uniforme P, = 101325 Pa;
inoltre le pressioni all’ingresso e all’uscita del go-
mito sono uniformi sulla sezione ed entrambe pari
a P = 10% Pa. Calcolare la forza F agente sul
gomito.

(F = —1765.03% + 1765.03y N) =

Soluzione
Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto. ...

Flvp=—$ru-n (massa) (4.62)
% Jypu=—$5, punw-n+ [, F — §5, pi + §5, Sn (quantita di moto)

Svolgimento. Vengono fatte alcune ipotesi: regime stazionario, fluido incomprimibile,
fluido non viscoso, profili costanti di velocita, no gravita. Si scrivono i bilanci integrali
semplificati, si riconoscono in essi e si calcolano le azioni scambiate con il corpo.

e Scrittura dei bilanci integrali opportunamente semplificati (ipotesi).

$or pu -1 =0 (massa) (4.63)
$or puu -1 = §, tn,  (quantita di moto) .
e Ulteriore semplificazione usando l'ipotesi di densita costante e profili di velocita
uniformi
V1A + V245 =0 =WV=W=V
{ 1_’1+ 242 = 1 2 (4.64)
—pViViAL + pVaVoAg = §5 tn

e Relazione tra 'integrale degli sforzi sulla superficie e la risultante delle forze agenti
sul gomito, sfruttando il fatto che I'integrale della normale su tutta la superficie &
identicamente nullo. Si identificano con 57 la superficie di ingresso, Ss la superficie
di uscita, S3 la superficie laterale.

f t, = f tn, + paﬁ =
S1USsUS3 S1US2US3 S1USUS3
—_—
=0

=— fgl (p— pa)it — j{% (p — pa)f + ]23 (tn + pan) = (4.65)

—_———
=—F

Z—fgl(p—pa)ﬁ—j{%(p—pa)ﬁ—l’

e Proiezione lungo i due assi del sistema di riferimento della risultante delle forze agenti
sul gomito (dopo averla inserita nell’equazione di bilancio della quantita di moto)

{F = —pV2A — (p2 — pa)A

) (4.66)
Fy=pV<A+ (p1 —pa)A
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Esercizio 4 .7 — Gomito. Si consideri la corrente
stazionaria nel gomito a 90 ° di una galleria a vento
a circuito chiuso di cui € mostrata in figura la sezione
nel piano z—y. Siano assegnate le aree della sezione
di ingresso, S1 = 16 m?, e di uscita, Sy = 56 m?, la
portata in volume Q1 = 1600 m?3/s e le pressioni
nella sezione di ingresso, P, = 1.05 bar, e nella
sezione di uscita, P, = 1.106 bar. Assumendo che il
flusso d’aria sia incomprimibile (p = 1.225 kg/m?) e
che la velocita sulle sezioni di ingresso e uscita possa
ritenersi uniforme, si determinino le componenti
F, ed F, della spinta che esso esercita sul gomito,
usando la convenzione indicata in figura.

(F, = 1.87610° N, F, = —6.25110° N) =

F
y

Soluzione
Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto.

{jt Jvp=—dovpu-n (massa) (4.67)

% Jypu=—$5, pun-n+ [, f — $5, p1v + §5, ts  (quantita di moto)

Svolgimento. Vengono fatte alcune ipotesi: regime stazionario, fluido incomprimibile,
fluido non viscoso, profili costanti di velocita, no gravita. Si scrivono i bilanci integrali
semplificati, si riconoscono in essi e si calcolano le azioni scambiate con il corpo.

e Scrittura dei bilanci integrali con le semplificazioni opportune, derivanti dalle ipotesi.

$o pu -1 =0 (massa) (4.68)
$or pun - = §, t,  (quantita di moto) '
e Ulteriore semplificazione usando l'ipotesi di densita costante e profili di velocita
uniformi
—pViVI Ay + pVaVa Ay = $ov tn '

e Relazione tra 'integrale della pressione e la risultante delle forze agenti sul gomito,
sfruttando il fatto che 'integrale della normale su tutta la superficie ¢ identicamente
nullo. Si identificano con S; la superficie di ingresso, So la superficie di uscita, S3 la
superficie laterale.

% ph = 74 tn + j{ Pafl =
S1USsUS3 S1USaUS3 S1USaUS3

== f w=pi— f p=pit § (tatpan) =

e —

e
:—jél(p—pa)ﬁ—fi%(p—lh)ﬁ_f

e L[’equazione della quantita di moto diventa quindi:

(4.70)

—pViViAL + pVaVo Ay = —(p1 — pa) A1 — (P2 — pa)Aafig — F (4.71)



4.4 Introduzione agli esercizi 65

e Proiezione lungo i due assi del sistema di riferimento della risultante delle forze agenti
sul gomito. Se si considera p, = 0, i risultati numerici sono i seguenti:

— @ _ =1 105N
{Fx P+ (P — pa)Ar = F,=1876-10 (4.72)

2
Fy=-p% —(p2—pa)d2 = F,=-6.250-10°N
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Esercizio 4 .8 — Profili in schiera. Un
numero elevato di profili ¢ disposto
come in figura. Il profilo di ingres-
so ¢ uniforme u = Ux®, mentre il 0
profilo di uscita ha andamento u =
BUso(cos O —sin 6) sin 7 in ogni ca- /
nale (sia 7 la coordinata che descrive

la sezione di uscita). Sulla sezione di
ingresso la pressione media vale P,
sulla sezione di uscita Ps.

Calcolare il fattore 8 del profilo di
velocita in uscita e la risultante delle
forze (per unita di apertura) agente

L.

AAMARA
sul singolo profilo. Uso
(Risultati: B = et =
(P — P)H + pUH((1 — 72/8)]2 +
72 /8tan 09)) -
Soluzione

Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto. Equazioni di equilibrio
(equazioni fondamentali della dinamica classica). Principio di azione e reazione. Integrale
della normale su una superficie chiusa ¢ identicamente nullo. Simmetria.

e Ricavare il coefficiente 5 dal bilancio di massa

e Usare le ipotesi di simmetria nel bilancio di quantita di moto per annullare alcuni

termini

Svolgimento.

Si ricava il coefficiente [ dal bilancio di massa in forma integrale. Si utilizza la simmetria
del problema nel bilancio di quantita moto per ricavare le azioni sui profili.
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Esercizio 4.9 — Difetto di scia: stima resistenza. Cal-
colare la resistenza di un profilo immerso in una
corrente stazionaria con velocita asintotica V., sa-
pendo la distribuzione della componente di velocita
u(y) parallela a V, a valle del profilo e assumendo

che: V: {W: w;i
e la pressione statica sul contorno del volume = =

di controllo sia costante e pari a quella della e . -
corrente indisturbata a monte del profilo; = —
e sul lato superiore e inferiore del volume di = e =

controllo sia possibile trascurare la compo-
nente lungo ’asse x della perturbazione del-
la velocita dovuta alla presenza del profilo:
V = (Ve +u,v) = (Voo, v).

(R =[5! puly)[Veo — u(y)]dy.) .

Soluzione

Concetti. Bilanci integrali di massa e quantita di moto. Equazioni di equilibrio
(equazioni fondamentali della dinamica classica). Principio di azione e reazione. Integrale
della normale su una superficie chiusa ¢ identicamente nullo. Esperienza in laboratorio sul
difetto di scia.

Svolgimento. Vengono scritti i bilanci integrali di massa e quantita di moto, opportu-
namente semplificati (ipotesi di stazionarieta % = 0, densita costante p = p, ipotesi sulle
condizioni sul bordo esterno del dominio); all’interno dei bilanci si possono riconoscere
i termini legati alle azioni scambiate dal fluido con il profilo (I'incognita del problema);
si sfrutta infine la geometria rettangolare del contorno esterno e le ipotesi su di esso
per ottenere una forma ulteriormente semplificata dei bilanci e trovare la soluzione del
problema.

e Scrittura e semplificazione dei bilanci di massa e quantita di moto.

@ lap+ fogpu-n=0 (massa) (4.73)
% Jo pu + $5q pun - A+ $50 P — $50 S =0 (quantita di moto)

Nel problema, il controno del dominio fluido 9€) € costituito dal bordo rettangolare
Y lontano dal profilo e dal bordo ~, coincidente con il profilo stesso. La forza F
agente sul profilo & 'integrale degli sforzi generati dal fluido (uguali e contrari agli
sforzi agenti sul fluido) sul contorno del profilo. Inoltre si puo fare l'ipotesi di sforzi
viscosi nulli e pressione costante sul bordo esterno: 'integrale sul dominio esterno si
riduce all’integrale della normale su una superficie chiusa ed ¢ quindi nullo. Si puo
dunque scrivere:

}( (—ph + 8n) :75 t :]{ tn+]{ tn = —F (4.74)
09 09 - oo

—_—— N —

=—F =0

Osservazione. A differenza di quanto fatto in classe, non é stata fatta l’ipotesi di fluido
non viscoso; il contributo all’infinito si annulla con l’ipotesi di pressione costante
all’infinito e sforzi viscosi trascurabili. Per ritrovarsi con gli appunti, sostituire t,
con —pn.
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Dopo aver fatto 'ipotesi di stazionarieta e aver inserito la definizione di F' appena
data, le equazioni di bilancio possono essere scritte come:

{ $oqpu-n =0

A (4.75)
F = —¢§y5puu-n

Il bilancio di quantita di moto puo essere scritto esplicitando e separando le compo-
nenti vettoriali.

F.z2+F3g= —l{mp(um—l—vy)u-ﬁ

:—:i:j{ puu-ﬁ—gj% pvu - 1
o0 o0

e Scrittura delle equazioni di bilancio in componenti (sfruttando la geometria rettango-
lare del bordo esterno: 7; indica il bordo di sinistra, 7o il bordo inferiore, 3 quello
di destra, 4 quello superiore).

Attenzione: la normale & quella uscente dal dominio fluido. Sul contorno del profilo,
la normale é entrante nel profilo. In piu: non fare confusione tra azioni del profilo
agenti sul fluido e azioni del fluido agenti sul profilo!

(4.76)

0=fpqpu-tv=—[ pu— [ po+ [ pu+t [, pv
o=+, pu® + Sy, puv — [ pu? — |, puwv (4.77)
Fy=+[, puv+ [, pv* = [ puv— [ pv°

e Ipotesi sulla velocita sui lati orizzontali (u|,, = u|,, = Vi costante), per poter
ulteriormente semplificare il risultato.

prv_f'mpvz_f"ﬂpu_'_f’yspu

(4.78)
Fp =+ [, pu* = [ pu® + Vi [fw pv— [, pv}
E inserendo la prima nella seconda:
Fx:/ pu2—/ pu2+Voo {—/ pu—|—/ pu] =
" 3 " 3
= | pu(u—Vo)+ | pu(Voo —u)= (u|ly, = Voo = il primo integrale & nullo)
m 3
— [ pulVee —u) =
73
H
=, Pu®) (Voo = uly))dy
(4.79)

Osservazioni. Tramite la misura del campo di velocita in galleria € possibile stimare la
resistenza del corpo. Le condizioni di “aria libera” e in galleria sono diverse. In generale,
in galleria il fluido € confinato dalle pareti di galleria, maggiormente “vincolato”. Inoltre
sulle pareti della galleria esiste una condizione di adesione, u = 0: per la conservazione
della massa, il rallentamento del fluido in corrispondenza delle pareti della galleria viene
compensato da un incremento della velocita nella regione “piu lontana” dalla parete,
rispetto a un corpo in aria libera. Per tenere conto di effetti di bloccaggio dovuti al
confinamento in galleria, ¢ necessario compiere delle correzioni delle misure sperimentali.
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Agli effetti di bloccaggio, vanno aggiunti gli effetti di galleggiamento dovuti al gradiente
di pressione lungo la galleria, che danno un effetto di resistenza aggiuntiva. Inoltre e
importante che la dimensione del corpo rispetto alla dimensione della galleria non sia né
“troppo grosso” (per problemi di "bloccaggio’), né, di solito, “troppo piccolo” (per motivi di
similitudine; ma sara argomento di puntate successive del corso...). E importante avere in
mente la necessita di prestare attenzione a questi aspetti, quando vengono svolte attivita
sperimentali. Ma questo sara argomento di altri capitoli o di altri corsi...

Attivita sperimentale: difetto di scia e volume di controllo.

L’esercizio svolto in precedenza risulta propedeutico per I’analisi dei dati ottenuti tramite
alcune attivita sperimentali, per ottenere delle risultanti di forze e momenti da misure
del campo di velocita (e pressione, a volte) tramite i bilanci integrali. Le attivita svolte
nel mondo reale sono affette da imprecisioni e incertezze. La quantificazione (o almeno
la stima) dell’incertezza del risultato di un’attivita sperimentale ¢ parte integrante del
risultato stesso. I valori z;, ¢ =1: N di grandezze misurate possono essere combinati per
calcolare delle grandezze derivate f(x;). 1 datasheet che accompagnano uno strumento
raccolgono anche le informazioni sulla sua incertezza di misura, spesso in forma di intervallo
di confidenza o di scarto quadratico medio. L’incertezza sulle misure sperimentali x; si
propaga sul valore della funzione f(z;). Nell'ipotesi che le incertezze di misura sulle variabili
d; siano tra di loro indipendenti e non correlate, & possibile utilizzare la formula RSS
(root-sum-squares) per la propagazione dell’incertezza. Se la misura z; ha incertezza
0z;, una stima dell’incertezza su f vale

N 2
3 of

L’incertezza 0‘]2c sulla quantita f, obiettivo dell’attivita sperimentale, ¢ un indicatore della
bonta del metodo sperimentale utilizzato ed del sistema di miusra disponibile per tale
attivita. In generale, I'incertezza sulla grandezza desiderata deve essere “molto minore”
della grandezza stessa: in caso contrario, ’apparato sperimentale risulterebbe indeguato
all’esperimento. Essendo parte integrante del risultato, & buona regola indicare l'incertezza
sui risultati delle attivita sperimentali, ad esempio fornendone il valore numerico, il valore
relativo alla misura o gli intervalli di confidenza sui grafici.

Risultante delle forze: bilancio di quantita di moto di un volume di controllo .

Esistono metodi sperimentali, come ad esempio la PIV (Particle Image Velocimetry o, in
italiano, velocimetria a immagini di particelle), che permettono di ottenere il campo di
velocita in un determinato istante all’interno di un dominio di misura, un piano bidimen-
sionale o un volume tridimensionale. Il bilancio di quantita di moto del volume di controllo
contenente un corpo solido permette poi di calcolare la risultante delle forze scambiate tra
corpo e fluido.

Per semplicita, viene considerato un campo di moto bidimensionale, u(z,y) = u(x,y)& +
v(z,y)g. Ad esempio, il campo di moto attorno alla mezzeria di un’ala allungata senza frec-
cia investita da una corrente con un angolo di incidenza ridotto & in buona approssimazione
bidimensionale. In questo caso, misure PIV (PIV-2D-2C) forniscono le due componenti
(2C) del campo di velocita nel piano (2D) di misura. Tramite il bilancio della quantita
di moto del dominio bidimensionale, & possibile ottenere una stima della risultante delle
forze (per unita di apertura) che esercita il fluido sul profilo di ala tagliato dal piano di
misura. Considerando gli effetti viscosi trascurabili, al di fuori di regioni di dimensione
ridotta nell’ambito di applicazioni aeronautiche (alto numero di Reynolds, strato limite
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e scie sottili), il bilancio integrale della quantita di moto del fluido nel volume di misura
fornisce, in un caso stazionario, la risultante delle forze R agenti sul corpo,

Rz—%puuﬁi—fpﬁ, (4.81)
S S

avendo trascurato il contributo delle forze di volume. Nell’ipotesi, piu che sensata per
molte applicazioni aeronautiche, che sia valido il teorema di Bernoulli sulla frontiera S
del volume di controllo, la pressione viene espressa in funzione della velocita locale e dello
stato della corrente asintotica,

2 2

P =P+ p'U‘;’ = ph;’ - (4.82)
Inserendo questa espressione della pressione nell’espressione della risultante delle forze ed
eliminando gli integrali (nulli) su una superficie chiusa delle quantita costanti moltiplicate
per la normale alla superficie, come ad esempio §g pso?2, si puo esprimere la risultante R
della forza aerodinamica agente sul corpo in funzione della sola velocita del fluido sulla
frontiera S,

R ul?
R:—fpuu-n—i—?{p—n. (4.83)
s s 2

Sotto queste ipotesi, la forza aerodinamica agente sul corpo, in questo esempio 1'obiettivo
della misura, ¢ stata scritta unicamente come funzione del campo di velocita sulla superficie
S, fornito come “risultato diretto” dell’attivita seprimentale. Per semplicita, la densita
del fluido viene considerata costante e nota senza incertezza: nel caso che anche il campo
di densita fosse affetto da incertezza, la formula RSS permette di aggiungere abbastanza
facilmente il suo effetto a quello dovuto all’incertezza sulla misura del campo di velocita.

Risultante delle forze: discretizzazione.

Per la sua natura, la PIV fornisce dei risultati discreti (non continui): di solito, il campo di
velocita viene misurato sui nodi di una griglia cartesiana. Per il calcolo della risultante R
sono necessari solamente gli NV, nodi esterni «;, ¢ = 1 : N, posti sul contorno della griglia.
Il campo di velocita viene approssimato (linearmente, per semplicita) utilizzando un
approccio simile a quello impiegato nella modellazione numerica a elementi finiti. Viene
introdotto un insieme completo di funzioni di base ¢;(x), i = 1 : N, lineari a tratti sul
contorno S, grazie alle quali & possibile scrivere I'approssimazione u” del campo di velocita

Nn
u(z) ~ ul(x) = Z ¢i(x)U; . (4.84)
i=1

Utilizzando funzioni di base lagrangiane, per le quali il valore della funzione i-esima ¢;(x)
e uguale a uno sul nodo i-esimo x; e zero sugli altri nodi,

oi(xj) =6ij > gi(x)=1,Vi=1:N,, (4.85)

i coefficienti U; della (4.84) concidono con i valori nodali, U; := u(x;) ricavati nei punti
x; tramite la misura sperimentale. Introducendo il campo di velocita approssimato u” ()
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nell’espressione della risultante delle forze, si ottiene una formula nella quale compaiono gli
integrali di superficie del prodotto delle funzioni di base e del versore normale,

h .k
R%Rh:—fpuhuh-ﬁ—#—fpu uﬁ:
S S 2
=—pY Y UU;- quﬁ,-(w)(ﬁj(x)ﬁ(m) + 502 Y Ui-U; fg di(x)¢j(x)n(x) =
i=1j=1 i=1j=1
Nn Nn 1 Nn Nn
==p2 2 UU; - Lj+5p3 3 Ui- Uil ,
i=1j=1 i=1j=1

(4.86)

dove sono stati introdotti i vettori I;; = §¢ ¢s(x)¢;(x)n(x), facilmente calcolabili in ma-
niera analitica, come spiegato nella sezione §4.4.1.

Sensitivita della risultante al campo di velocita.

Per ricavare tramite la formula RSS I'incertezza sulla misura della risultante delle forze R
dall’incertezza sulle misure del campo di velocita u(x), ¢ necessario calcolare la variazione
di R rispetto al campo u(x). Perturbando il campo di velocita u(x) con la variazione
du(x), e trascurando i termini di ordine superiore al primo, dopo aver sottratto 1’equazione
“non perturbata”, si ottiene la perturbazione della risultante delle forze d R,

R+5R:—fp(u+5u)(u+6u)-ﬁ+j{ %p(u+5u)-(u+5u)ﬁ
S S
—>5R:—fp[uﬁ-du—l—u-ﬁéu]—i—j{pﬁuﬁu
S S
:%Sp[_u@m—(u-ﬁ)Mﬁ@u]-au: (4.87)

:]{VHR-du:
s

- % VuRy VyRg| |du| _ ]{ VuR; - 0u

~ Js |VuR, V,Ry dv|  Js|VuRy  du|’
avendo introdotto il campo tensoriale della sensitivita V, R(x) della risultante delle forze
rispetto al campo di velocita u(x) ed evidenziato I'influenza delle due componenti del

campo di velocita sulle due componenti di forza. L’equazione precedente puo essere scritta
con notazione indiciale

(5RZ = ﬁV%R,éu] = —p]{g [umj + uknk&j — niuj] (5Uj y (488)

o esplicitamente in coordinate cartesiane, per ricavare ’espressione della sensitivita della
componenti della forza dalle singole componenti del campo di velocita,

0R, = p% [—ung — ung — vny + ung) ou + pfg [—uny + vng] dv

R, = p£ [—vng + uny| ou + p}g [—vny — ung — vny + vny| v

R, = p% [—ungy — vny| du + p?{ [—uny + vng) ov = jl{ VuRz ou +% VyRzov
p

f [—vng +unyldu+p ¢ [—vny — ung,| dv = fVuRy du+ ¢ VyRyov .
S S S S
(4.89)
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Sensitivita della risultante alle misure di velocita.
Partendo dall’espansione (4.84) del campo di velocita, la variazione del campo u”(x)
diventa

Z ¢i(x)sU; (4.90)

avendo indicato con dU; la variazione dei valori nodali del campo di velocita. Le funzioni
di base sono note, e quindi la loro variazione & nulla.® Introducendo I'espressione (4.90) di
Su”(x) all’interno della formula (4.87) che lega la variazione JR alla variazione du(x),

Nnp,
SR = y{VRéu_ qul )VuR-6U; => Vy,R-6U; , (4.91)
=1

si ricava I’espressione della sensitivita Vi, R della risultante delle forze rispetto alla misura
di velocita Uy, in funzione della sensitivita Vi, R(x) della risultante rispetto al campo di
velocita u(x) e alle funzioni di base ¢;(x),

ViR = fs $i(2)VuR . (4.92)

La sensitivita Vi, Ry, della componente Ry, della risultante delle forze rispetto alla misura
U; ¢ quindi

Vi, Ry = fg 6i(2) VW By, (4.93)

Sensitivita della risultante alle misure di velocita: discretizzazione.
Inserendo I'approssimazione u” nella formula della sensitivitda V. R, ¢ possibile calcolare
la sensitivita della risultante alle misure di velocita Uj,

(4.94)

=p) [FU;@ LIy = (U; - Il + I; o Uj]

avendo riconosciuto i vettori I;; definiti in precedenza. La sensitivita della componente R
alla misura U; vale

U lte = PZ Ujilij — (Uj - Iij)éy, + 1k Uj] (4.95)

dove €, ¢ il versore in direzione k e Uj ., I;; 1 le componenti in quella direzione della misura
U; e del vettore I;;.

3L’operazione di variazione ha proprieta simili a quelle di derivazione. Ad esempio la variazione del
prodotto di due funzioni vale §(ab) = da b+ a db.
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Osservazione 1.
Si puo dimostrare che le sensitivita Vs, R sono le componenti del gradiente della formula
(4.86) che esprime R come una funzione quadratica delle variabili Uj.

Osservazione 2.

Utilizzando la formula generale (4.94) o utilizzando la forma discretizzata delle espressioni
(4.89), si puo dimostrare che

No
Vu,.Re =Vu, Ry =—p>_ Uj- I

N, (4.96)
~Vu,,Re =Vuy, Ry=-p> UjxILj -2
Jj=1
Incertezza sulla risultante dall’incertezza sulla misura di velocita.

Utilizzando la formula del campo ", viene calcolata la varianza o%k della componente Ry,

0'12%k = E[5Rk5Rk] = p2E []{S(w) VuRk(iB) . (5’[1,(:13) fig(y) VuRk(y) . 5u(y) =

_ }g » VuRi(x) - E[bu(z) @ su(y)] - VuRi(y) ~ (4.97)
N, Nn

_j{ 5 )V wBi(@) - 3.3 i) E[0U; ® 6U;] - V4 Ri(y) ,
i=17=1

dove sono state indicate esplicitamente le variabili indipendenti @, y sulle quali devono
essere svolte le integrazioni.
Si fa 'ipotesi che I'incertezza della misura della componente in un punto sia indipendente
dalla misura delle altre componenti della velocita nello stesso punto e dalla velocita negli
altri punti del dominio. Si ipotizza inoltre che 'incertezza sulla singola misura in tutto
il dominio sia uguale a 0'(2] su tutte le componenti della velocita. L’espressione dei valori
attesi E[0U; ® 6Uj,| diventa quindi

E[0U; ® §U;] = o# ;1 (4.98)

e di conseguenza l'incertezza della componente di forza Ry,

2 _ VuRe( i(x)di(y) - Vo R =
o2 ?2()5@,) ne: 2¢> k(y)od

—Z{f VR (@)1 }{f VuRi(y)oi(y )}%

=Y Vuy, Ry Vu, Ry, of = (4.99)

N,
=> ((Vu..Re)* + (Vu,,Re)?) ot ,
=1

avendo riconosciuto la sensitivita Vi, Ry, della componente di forza Ry, rispetto alla misura
della velocita U; = u(x;).
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Cenni sugli elementi finiti.

In questo paragrafo si fornisce qualche dettaglio sulla discretizzazione “a elementi finiti”
usata nel calcolo della risultante aerodinamica e della sua incertezza. Un dominio S, come
ad esempio la superficie di controno del volume di controllo considerato, viene suddiviso
negli elementi S, I'unione dei quali costituisce il dominio S

Ne
S=J S (4.100)
k=1

e che non hanno punti in comune tra di loro se non i bordi. Vengono poi definite delle
funzioni di base ¢;(x), grazie alle quali & possibile approssimare (sulle quali viene proiettata)
una funzione generica

Ny,
f@) =2 ¢i(x)fi . (4.101)
=1

La dipendenza dalla variabile spaziale @ ¢ contenuta nelle funzioni di base ¢(x), le quali
vengono moltiplicate per i coefficienti f;.

In generale, le funzioni ¢;(x) sono regolari a tratti, essendo regolari all’interno dei singoli
elementi S e continue sui loro bordi. Nel metodo degli elementi finiti, le funzioni di base
sono a supporto compatto, cioé sono diverse da zero solo su un dominio chiuso e limitato: il
carattere “locale” delle singole funzioni di base viene sfruttato nel metodo degli elementi
finiti per operare con matrici sparse, all’interno delle quali solo pochissimi elementi sono
diversi da zero in ogni riga o colonna. Il supporto della funzione ¢;(x) ¢ la parte di dominio
al di di fuori della quale la funzione & nulla. Nel metodo degli elementi finiti, il supporto di
¢i(x) e costitutito dagli elementi Sy ai quali appartiene il nodo ;. Indichiamo il supporto
di ¢;(x) con B;.

Le funzioni di base vengono definite lagrangiane, se la funzione i-esima ¢;(x) ¢ uguale a
uno sul nodo i-esimo x; e zero sugli altri nodi,

Nn
qbz(a:]) = (Sij y Z¢Z(:IJ> =1 ,Vi =1: Nn . (4.102)
i=1

In questo caso, i coefficienti f; concidono con i valori nodali della funzione f(x), f; := f(x;).
Viene definita una connettivita della griglia degli elementi finiti, che consiste in un elenco
ordinato dell’indice dei nodi di ogni elemento: in questa maniera viene definita una
numerazione locale dei nodi di ogni singolo elemento, che risulta utile nel calcolo degli
integrali. Viene indicato con Iy, = {ig1,ik2,. .., ik}, 'elenco degli n nodi dell’elemento Sk.

In figura 4.1 e rappresentata una parte di una suddivisione in elementi finiti Sy di
un dominio monodimensionale, sul quale sono definite delle funzioni di base lagrangiane,
lineari a tratti, a supporto compatto: ad esempio, la funzione di base ¢;2(x) ¢ diversa
da zero solo sugli elementi S.; e Seo. Ogni elemento ha due nodi. Se viene definita la
connettivita nodi-elemento,

Iel — {i17i2} ;
Lo = {ig, i3} , (4.103)
I€3 - {/L'47i3} y

il nodo 47 ¢ il primo nodo (quello che ha l'indice = 1 nella numerazione locale) dell’elemento
Se1, il nodo 49 € il secondo nodo di Seq e il primo di Seo, il nodo i3 ¢ il secondo nodo sia di
Seo sia di Ses, il nodo 4 € il primo nodo di Ses.
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bi1(x) Pi2(x) Giz(x) Pia(x)

Xi1 Xi2 Xi3 Xi4
Sel 562 563

Figura 4.1: Esempio di funzioni di base lagrangiane lineari a tratti definite su un dominio
monodimensionale.

Si utilizzano ora le proprieta della base di funzioni lineari a tratti ¢;(x) per calcolare i
vettori I;; che compaiono nel calcolo della risultante delle forze e nella sua varianza,

Iij = j{gcbz(zc)(b](w)ﬁ(a:) . (4.104)

Gli unici termini I;; che non sono nulli sono quelli in cui compaiono due funzioni, che hanno
supporti a intersezione non nulla, B; N B;j # 0. In questi termini, il dominio di integrazione
puo essere limitato alla sola intersezione dei supporti delle due funzioni, essendo il prodotto
di queste nullo al di fuori di esso. Ad esempio, facendo riferimento alla figura 4.1, il termine
I;5 ;1 puo essere riscritto come

Iz = qubig(m)qbﬂ(a:)ﬁ = /B dia(x)pir () = /S 1 dio(x)pin (), (4.105)

i2MB;1

il termine I;3 ;o puo essere riscritto come

I = jé biz(x) Piz(x) N Z/ biz(T) Piz(x) N :/ piz2(x)pia(T)N ,  (4.106)
S Bio Se1USe2
mentre il termine I; ;4 € nullo. Gli integrali sugli elementi S; nello spazio “fisico” possono
essere calcolati sull’elemento di riferimento 3, definito in £ € [—1,1]. La trasformazione
di coordinate che porta I’elemento di riferimento S nell’ elemento fisico Sy delimitato dai
punti di coordinata x1 e o €

TEo —; Tkl I T2 ; xklf (4.107)

e il suo “determinante” &

ox T2 — Tk ék

— == 4.108

o0& 2 2 ( )
Se si considera costante il versore normale i = f1g,, sull’elemento finito Se; e si utilizza
la connettivita nodi-griglia dell’esempio definita in (4.103), I'integrale Iz ;1 puo essere
trasformato nell’integrale sull’elemento di riferimento

Iix ;i = /Se1 Gia(x)pi1 (x)Ndr = /g%@(@@l(f)gzdf ns,, = (4.109)
1 .
— [ ©0© % hs,,
=1 3

avendo riconosciuto il legame tra ’elemento Se; nel dominio fisico e quello di riferimento
S, ¢i(x) = ¢i(x(€)) = e (€), dove & stato indicato con i¢ I'indice locale del nodo globale
con indice i: dalla connettivita dell’elemento Se; risulta i{ = 1 i§ = 2. 11 “determinante”
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della trasformazione & noto e costante, dz/9¢|s,, = s.,/2. L’espressione delle funzioni
sull’elemento locale e facilmente ricavabile. Le funzioni di base lagrangiane devono essere
uguali a 1 in un nodo e zero in tutti gli altri. Considerando i punti £ = —1 e x = 1 come
primo e secondo nodo dell’elemento di riferimento S, le funzioni definite sull’elemento di
riferimento valgono

1

;1=8 @2(5)2%(1+§)~ (4.110)

p1(§) = >

E immediato calcolare il valore degli integrali sull’elemento di riferimento,
1 1
[ a©@a@ie=3 . [ e@e©d-
1
11 p2(8)p1(§)d / p2(§)p2(£)dE =

Questi valori vengono infine utilizzati nel calcolo dei vettori I;;. I vettori dell’esempio
valgono

2
3

4111
1 (4.111)
3

OJ\L\D W =

Lz i :/ Gio(x) i1 (x)ndr =

_/ )E?:L'

Ly i2 = / qzﬁig(:v)d)ig(:z;)ﬁ dx =
SeluseZ

1 Eel ~ gel ~

——— Mg, = —MN
3 2 Sel Sel ’

d£ ng,, = 5

(4.112)
= / dio(x)pia(z)N d +/ diz()piz(z)N doz =
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C5. Teorema di Bernoulli

Per fluidi incomprimibili o barotropici (per i quali la pressione ¢ funzione solo della densita),
il teorema di Bernoulli si ottiene dal bilancio della quantita di moto. Si elencano qui tre
forme del teorema di Bernoulli, ognuna caratterizzata da diverse ipotesi. Tramite I'identita
vettoriale

V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax (Vxb)+bx(V xa), (5.1)

applicata al termine convettivo (u - V)u, ¢ possible ottenere la forma del Crocco dell’equa-
zione della quantita di moto

?:—F(U-V)U—VAU—FVP—Q
((u-V)u:Vuéu—l—(qu)xu)
2
—>881;+V|1;|+w><u—l/Au+VP:g,

(5.2)

avendo indicato con P il potenziale termodinamico, P = che si riduce al rapporto p/p nel
caso di densita costante e con g le forze per unita di massa.

Prima forma del teorema di Bernoulli
Nel caso di fluido non viscoso, incomprimibile o barotropico, in regime stazionario (9/0t =
0), con forze di massa conservative g = —V, il trinomio di Bernoulli |u|?/2 + P + x &
costante lungo le linee di corrente e le linee vorticose, cioe

. |u|?
con t versore tangente alle linee di corrente o alle linee vorticose. Infatti, il termine w x u
nell’equazione della quantita di moto nella forma di Crocco (5.2) & perpendicolare in ogni



78 Capitolo 5. Teorema di Bernoulli

punto del dominio alle linee di corrente (f parallelo al campo di velocita u) e alle linee
vorticose (£ parallelo al campo di vorticita w): moltiplicando scalarmente ’equazione (5.2)
scritta per un fluido non viscoso (v = 0) per il versore # , il prodotto scalare £ - (w x u) &
identicamente nullo.

Seconda forma del teorema di Bernoulli
Nella corrente irrotazionale (w = 0) di un fluido non viscoso, incomprimibile o barotropico,
in regime stazionario, con forze di massa conservative g = —V;, il trinomio di Bernoulli
|u|?/2 + P + x & costante in tutto il dominio, cioé

| 2

2
V<U2+P+x>20 L [vel ¢| +

P+x=C. (5.4)

Terza forma del teorema di Bernoulli

Nella corrente irrotazionale (w = 0) di un fluido non viscoso, incomprimibile o barotropico,
in un dominio semplicemente connesso (nel quale & quindi possibile definire il potenziale
cinetico ¢, t.c. u = V¢, con forze di massa conservative g = —V, il quadrinomio di
Bernoulli 9¢/0t + |u|?/2+ P+ x ¢ uniforme (costante in spazio, in generale non in tempo)
in tutto il dominio, cioe

V|2 Vg|?
V<m+’¢4+P#0=0 - atﬂ‘¢+P+x=ﬂw (5:5)

Teoremi di Bernoulli per fluidi viscosi incomprimibili

Mentre la prima forma del teorema di Bernoulli non e valida se non viene fatta l'ipotesi
di fluido non viscoso', la seconda e la terza forma sono ancora valide per fluidi viscosi
incomprimibili. Infatti, usando 'identita vettoriale

Au=V (V- -u) -V x(V xu), (5.7)

si scopre che il laplaciano del campo di velocita per correnti irrotazionali (V x uw = 0) di
fluidi incomprimibili (V -« = 0) & nullo.

) L’ipotesi di fluido non viscoso non ¢ direttamente necessaria per la seconda e la
terza forma del teorema di Bernoulli, ma lo diventa tramite I'ipotesi di corrente
irrotazionale. Sotto opportune ipotesi sulla corrente asintotica, verificate in molti casi
di interesse aeronautico, si dimostra che (quasi) tutto il campo di moto ¢ irrotazionale
solo se viene fatta l'ipotesi di fluido non viscoso. Questo modello viene utilizzato per
studiare correnti di interesse aeronautico, nelle quali gli effetti della viscosita sono
(quasi ovunque) trascurabili: un esempio ¢ la corrente, uniforme a monte, che investe
un corpo aerodinamico a bassi angoli di incidenza (corpo affusolato, attorno al quale
non si verifichino separazioni) per alti numeri di Reynolds: in queste correnti, le zone
vorticose sono confinate in regioni di spessore sottile (strato limite sulla superficie dei
corpi solidi e scie libere).

'Moltiplicando scalarmente 1’equazione (5.2) per il versore t, il termine £ - vAw non si annulla. Rimane
quindi

o |'u,|2 o
t-V 2 +P+x)—vt-Au=0 (5.6)
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Esercizio 5.10 — Venturi. Determinare la portata
d’acqua che scorre all’interno del tubo di Ventu-
ri rappresentato in figura, quando sia trascurabi-
le ogni effetto dissipativo all’interno della corren-
te e la velocita uniforme nelle sezioni considerate
e a monte del Venturi. Dati: densita dell’acqua
7 =999 kg/m3, densita dell’aria p = 1.225 kg/m?,

diametro del tubo D = 2 ¢m, diametro della sezione aiqua
di gola d = 1 e¢m, altezze: z1 = 10 cm, 20 = 1.2 m,
z3 =95 cm, z4 = 0.5 m.
(Q =3.01107* m/s, Q@ = 3.005107! kg/s) .

Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli. Equazione della vorticita. Conseguenze delle ipotesi
di stazionarietd, fluido incomprimibile, non viscoso, irrotazionale. Dominio di applicabilita
del teorema di Bernoulli. Condizioni all’interfaccia. Legge di Stevino.

Svolgimento. Il problema viene risolto in diversi passi successivi: in principio vengono
fatte alcune ipotesi semplificative (p = p, p = 0, % = 0); poi si utilizza I'equazione
della vorticita per semplificare ulteriormente il problema; si determina il dominio in cui
applicabile il teorema di Bernoulli con le ipotesi fatte; si osserva che la parte restante del
problema e un problema di statica; si determinano le condizioni di interfaccia tra i due
domini; solo a questo punto € possibile scrivere il sistema di equazioni dal quale ricavare le
quantita richieste dal problema.

e Il testo del problema consente di fare le seguenti ipotesi: fluido incomprimibile, non

viscoso, stazionario.

e L’ipotesi di flusso non viscoso e quella di velocita uniforme a monte permettono di
definire il domino all’interno del quale e possibile applicare il teorema di Bernoulli,
aggiungendo l'ipotesi di irrotazionalita alle tre ipotesi precedenti. Infatti, I’equazione
della vorticita puo essere scritta come:

%‘; — (W V)u (5.8)
La derivata materiale rappresenta la variazione di una quantita associata a una
particella materiale che segue il moto del fluido. Poiché la vorticita nella sezione a
monte ¢ nulla (il profilo di velocita ¢ uniforme quindi le derivate spaziali sono nulle),
la vorticita rimane nulla (% = af, se f = 0 all’istante iniziale la sua derivata in
quell’istante ¢ nulla, quindi f non varia, quindi rimane uguale a zero).

e Il dominio in cui ¢ possibile applicare il teorema di Bernoulli con le ipotesi di incom-
primibilita, assenza di viscosita ed effetti dissipativi, stazionarieta, irrotazionalita
e connessione semplice del dominio, coincide con il tubo di Venturi stesso. Infatti in
corrispondenza delle prese a parete cade l'ipotesi di irrotazionalita.

Secondo le ipotesi fatte il fluido € non viscoso. Questo assicura che la vorticita sia
nulla lungo le linee di corrente. Nel tubo del manometro pero il fluido & fermo. Per un
fluido non viscoso in corrispondenza dell’interfaccia non ci deve essere discontinuita
nella componente normale all’interfaccia stessa e nella pressione. La componente
normale ¢ nulla da entrambe le parti della discontinuita; la componente tangenziale
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w— X0

(a) Suddivisione del dominio: in tonalitd (b) Condizioni all’interfaccia. Superficie di
rosse il dominio nel quale & lecito applicare  discontinuita di velocita e vorticita infinita;
le leggi della statica, in tonalita blu quel- la pressione invece € continua. I punti By
lo nel quale viene applicato il teorema di e Bz identificano lo stesso punto al di qua
Bernoulli. e al di 1a dell’interfaccia.

¢ pero discontinua: mentre nel tubo di Venturi ¢ diversa da zero, nel tubo del
manometro & nulla. Questo comporta che la vorticita non sia nulla (bensi infinita:
differenza finita in uno spessore infinitesimo) e di conseguenza la non validita in
questa regione delle ipotesi fatte in precedenza.

Si possono quindi distinguere due regioni (il tubo di Venturi e il manometro) che non
possono parlare tra di loro con il teorema di Bernoulli, ma solo tramite la condizione di
interfaccia (continuita degli sforzi: per fluidi non viscosi questa condizione coincide
con la continuita della pressione).

e E possibile ora scrivere il sistema risolvente:

Py + %Ui + pgza = Pp, + %U%I + pgzp, (Bernoulli A-By)

Pp, = Pp, (interfaccia Bi-Bs)

Pp, + pgzp, = Pc + pgzc (Stevino By-C)

Pe + pagzc = Pp + pagzp (Stevino C-D)

Pp + pgzp = Pg, + pgzg, (Stevino D-FE») (5.9)
Pg, = Pg, (interfaccia E9-F1)

Pg, + %pU%l + pgzE, = Pr + %pUI% + pgzr (Bernoulli E;-F)

Py + %pUi + pgza = Pr + %pU}% + pgzp (Bernoulli A-F)

p”TDZUA = p%UF (continuita A-F)

che, osservando che zp, = 2B, = 2B, 2, = 2, = 2r € applicando le ipotesi fatte in
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precedenza (Us = up,, Up = ug,, P, = Pp, = Pp, Pg, = Pg, = Pg), diventa:

Pa+ pgza = P + pgzp (Bernoulli A-B)

Pp, + pgzp = Pc + pgzc (Stevino B-C)

Po + pagzc = Pp + pagzp (Stevino C-D)

Pp + pgzp = Pg + pgzE (Stevino D-E) (5.10)
(Bernoulli E-F)
(Bernoulli A-F)
(

continuita A-F)

Pg, + pgzg = Pp + +pgzr
Pa+ 3pU3 + pgza = Pr + 3pUE + pgzr
DUy = d?Ur

Anche se il numero di equazioni € minori del numero di incognite, prova che il sistema ¢
indeterminato, si dimostra che U4 e Ur sono determinate (nelle equazioni intervengono
sempre differenze di pressioni, ed ¢ questo il motivo dell’indeterminazione).

e Soluzione del sistema: il sistema puo essere risolto come piu si preferisce. Per
esempio, partendo da quella che puo essere una lettura dello strumento Az = z¢ — zp
e chiudendo il ciclo ABCDEF:

pagAz = Pp — Po (5.11)

{PD = Pp+pg(hg —hp) = Pr+ pg(hr — hp) (5.12)
Po = Pp+pg(hp — hc) = Pa+ pg(ha — hc)
= Pp— Po = (Pp+ pghr) — (Pa+ pgha) + pgAz = (Bernoulli A-F)
1o, 1 o
= — —_ = A =
2pUA 2pUF + pgAz (continuita) (5.13)
1 D!
E quindi:
1 D*
(p = pa)gAz = §PU3x <d4 - 1) (5.14)
2(1 — pg Az
U, :J ( Df /p)g (5.15)
Dl

Inserendo i valori numerici, si trova: U = 0.956m/s, Q = 3.0 - 10~4m3/s, Q =
3.0-10"'kg/s.
Osservazioni. E importante saper riconoscere i limiti di applicabilita di formule e
teoremi nel rispetto delle ipotesi con le quali essi vengono formulati.
Considerazioni analoghe dovranno essere svolte anche in esercizi simili a questo,
riguardanti le soluzioni esatte delle equazioni di Navier-Stokes.



82 Capitolo 5. Teorema di Bernoulli

Esercizio 5 .11 — Efflusso da serbatoio. Si conside-
ri il serbatoio rappresentato in figura, D = 2 m,
H = 44 m al cui interno & contenuta acqua,
7 = 999 kg/m3. Supponendo il fluido non viscoso,
determinare la velocita di efflusso del fluido dall’u-
gello del serbatoio, h =0.4 med=1 cm, e la sua

portata, sia in massa sia in volume.

(U = 886 m/s, @ = 6.96107* m?/s, Q =

0.695 kg/s) n -
Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli, nel caso incomprimibile, non viscoso, stazionario (da
come ¢ fatto il disegno, il livello del serbatorio sembra diminuire...assumiamo che cosi
non sia), con forze che ammettono potenziale e dominio semplicemente connesso. Se si
fa I’ipotesi che il flusso sia irrotazionale sulla sezione di ingresso, nel caso non viscoso, si
mantiene irrotazionale ovunque (equazione della vorticita).

Dw
or = (w-V)u (5.16)

Si puo quindi scrivere il teorema di Bernoulli nella forma:
— 4+ —— + gh = cost (5.17)
p

Svolgimento. Il problema si risolve mettendo a sistema il teorema di Bernoulli
(opportunamente semplificato; vedi sopra) con il bilancio integrale di massa. Si ipotizza
che sulle due sezioni agisca la stessa pressione esterna.

Ajuy = Asu massa
u'; o ig ( ) . (5.18)
- +gh1 = & 4+ gha  (Bernoulli)
Svolgendo i passaggi, ricordando che le superfici sono circolari, risulta:
up = (5.19)
Si calcolano poi le portate volumetriche e di massa.
= Asu
Q@ = Az (5.20)

m = pQ
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Esercizio 5.12 — Corrente in canale aperto. Si con-
sideri il flusso d’acqua, p = 999 kg/m3, nel canale
rappresentato in figura. Nel primo tratto 'acqua
scorre con una velocita uniforme U; =1 m/s e l'al-
tezza del pelo libero rispetto al fondo del canale ¢
h1 = 1.5 m. Determinare la velocita dell’acqua Us e
I’altezza del pelo libero ho nel secondo tratto del ca-
nale, sapendo che l'altezza del fondo del primo tratto
rispetto al fondo del secondo tratto € H = 0.5 m.
Si trascuri qualunque effetto dissipativo.

(Soluzione 1: Us = 0.741 m/s, hy = 2.022 m.
Soluzione 2: Uy = 5.940 m/s, ha = 0.252 m) -

Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli nel caso incomprimibile, non viscoso, stazionario,
irrotazionale. Soluzione di equazioni di terzo grado: metodo grafico e numerico. Correnti in
canali aperti: soluzioni “fisiche”, numero di Froude F'r, correnti subrcritiche e supercritiche.

Svolgimento.

L’esercizio viene risolto in due passi, che richiedono diversi livelli di conoscenza della
dinamica dei fluidi in canali aperti: in un primo tempo, vengono ricavate le soluzioni
ammissibili (hg > 0, Uy > 0) del problema; in un secondo tempo, viene scelta la soluzione
fisica del problema, tra le due soluzioni ammissibili trovate in precedenza.

Parte 1.

L’esercizio viene risolto mettendo a sistema il teorema di Bernoulli riferito a una linea di
corrente sul pelo libero (sul quale agisce la pressione ambiente P,, costante) e ’equazione
di continuita. Grazie alle ipotesi elencate in precedenza, si puo scrivere il sistema risolvente
come:

3pU? h + H) = 5pU3 + pgh
{ngl + pg(hy + H) = 3pU3 + pghs (5.21)

h1Ur = hoUs

Il sistema & di due equazioni (non lineari) nelle incognite Us e hy. Se si ricava una delle
due incognite da un’equazione e la si inserisce nell’altra, si ottiene un’equazione di terzo
grado. Per esempio, ricavando hg dalla prima e inserendola nella seconda, per I'incognita
U, si ottiene ’equazione di terzo grado:

2 172
hiU; = Uy <U12gU2 + (h1 + H)) (5.22)

I metodi numerici convergono (quando convergono) a una soluzione, senza informazioni
su quante soluzioni esistono effettivamente: prima di risolvere ’equazione di terzo grado
con un metodo numerico & utile un primo approccio analitico al problema.

Per questo cerchiamo le soluzioni del sistema di due equazioni per via grafica. Le
equazioni del sistema 5.21 definiscono curve nel piano (Us, ha). Se scegliamo di usare come
asse orizzontale quello delle Us, la prima equazione definisce una parabola con la concavita
diretta verso il basso (he = —0.5U2/g + ...), mentre la seconda un’iperbole.
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Esistono due soluzioni con senso fisico (hy > 0,Us > 0). Ora che sappiamo quante
soluzioni cercare e dove cercarle, possiamo procedere con un metodo numerico, dando guess
iniziali in un intorno della soluzione. Le due soluzioni sono:

=0.741 =5.94
JUs =0.741 m/s 3. Us = 5.940 m/s (5.23)
ho =2.022 m ho =0.252 m

Parte 2.
E plausibile farsi una domanda: al netto delle ipotesi fatte sul regime di moto (fluido
incomprimibile, non viscoso), il modello ¢ in grado di descrivere il fenomeno fisico e stabilire
quale delle due soluzioni amissibili trovate ¢ la soluzione “fisica”? Seguendo la trattazione
del problema svolta in Chaudhry, Open-Channel Flow, paragrafo 2-7: Channel transition e
paragrafi vicini, & possibile trovare I'unica soluzione fisica del problema. Viene introdotta
la notazione usata da Chaudhry, che contrasta in parte con quella usata finora. Si tornera
alla notazione usata nella prima parte dell’esercizio, solo alla fine per scrivere i risultati.
La variabile z(x) descrive la quota del fondo del canale, la variabile y(z) descrive la
profondita della corrente, riferita al fondo del canale. Si indica con @Q = Vy la portata in
volume, costante. Il trinomio di Bernoulli H, diviso per p e g, € costante lungo il canale.
Si ricorda che sulla linea di corrente in corrispondenza del pelo libero agisce una pressione
costante uguale alla pressione ambiente P,. Se si introduce la coordinata orizzontale x,

_dH _dy+2) | AV
dr  dx de 29
d(y + d @Q?
yt+z) d Q@ _

0

dx dz 2gy%
_dyte) @dy
dz gy3 dx (5.24)
_dly+te)  Vidy _
 dx gy dx
d(y + 2) 2dy
= —— - — F —_— =
dx g dx
dz dy
= —(Fr?—1)-=
dx (Fr )dx

dove & stato introdotto il numero di Froude Fr = V(y)?/gy, e qui & stata esplicitata la
dipendenza dalla profondita y, funzione a sua volta funzione della coordinata x. Si trova
cosi il legame tra la profondita della corrente y(x), la quota del fondo z(x) e lo stato della
corrente, descritto dal numero di Froude.

dz dy
L~ () - DY (5.25)


http://heidarpour.iut.ac.ir/sites/heidarpour.iut.ac.ir/files//u32/open-chaudhry.pdf
http://heidarpour.iut.ac.ir/sites/heidarpour.iut.ac.ir/files//u32/open-chaudhry.pdf
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Vengono definiti due regimi di moto: subcritico Fr < 1, supercritico Fr > 1. 1l profilo del
fondo z(x), e quindi la sua derivata, & noto dal progetto del canale. La profondita della
corrente y(x) puo essere ottenuta integrando 1’eq. 5.25 con le condizioni iniziali note sulla
sezione di ingresso.

Per risolvere il nostro esercizio e sufficiente ragionare sui segni dei tre termini dell’eq.
5.25: dz/dx < 0, quindi i due fattori alla destra dell’'uguale devono essere discordi. Il
numero di Froude sulla sezione di ingresso del problema vale Fr; = UZ/(gh;) = 0.068,
quindi il contenuto della parentesi tonda ¢ negativo (e negativo rimane, al variare di z; di
questo dovete fidarvi...). Deve quindi essere dy/dx > 0. Tornando alla notazione usata
nella prima parte dell’esercizio, dove la profondita della corrente & indicata con h(x),
dh(x)/dx > 0. Poiche la profondita della corrente aumenta sempre, la soluzione “fisica”
tra le due ammissibili e la soluzione A, per la quale ho > hq.

{U2 =0.741 m/s (5.26)

hy =2.022 m

Cosa non é stato detto.

E stato fatto solo un accenno al ragionamento che consente di determinare I'unica soluzione
“fisica” del problema delle correnti in canali aperti che variano con continuita. Non si dira
nulla sui salti idraulici (che portano la corrente da uno stato supercritico a uno subcritico),
dei quali si possono trovare esempi nei fiumi o sul fondo di un lavandino. Si accenna solo
alla uguaglianza formale del problema del moto di un fluido incomprimibile in un canale
aperto, con il moto monodimensionale di un fluido comprimibile, dove il ruolo del numero
di Froude Fr sara svolto dal numero di Mach M, la definizione di stato sub- e supercritico,
sara sostituita da quella di condizione sub- e supersonica, il salto idraulico trovera il suo
fenomeno corrispondente nelle onde d’urto.
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Esercizio 5.13 — Tubo di Pitot statico. Dato il con-
dotto a sezione circolare rappresentato in figura, de-
terminare la portata in massa d’olio, p = 850 kg/m?,
attraverso il condotto stesso sapendo che il diame-
tro del condotto € d = 0.5 m, che la differenza di
altezza fra i peli liberi & H = 40 ¢m, che il diametro
del tubo “a U” & di 2 mm. Si trascuri qualunque
effetto dissipativo, si assuma uniforme la velocita
in una sezione sufficientemente lontana a monte e

si consideri che nel tubo “a U” sia presente aria in "
condizioni normali. mi | ]
(Q =467.2 kg/s) n
2. — a
olio
Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli nell’ipotesi di stazionarieta, fluido incomprimibile, non
viscoso, irrotazionale. Equazione della vorticita nel caso non viscoso. Legge di Stevino.

Svolgimento. Vengono fatte alcune ipotesi semplificative (p = p, p = 0, % = 0); si
utilizza poi 'equazione della vorticita per semplificare ulteriormente il problema: se si
assume che il profilo di velocita all’ingresso sia uniforme, e quindi a vorticita nulla, il fluido
nel canale rimane irrotazionale (dall’equazione della vorticita per fluidi non viscosi).

Gli unici due punti che possono creare problemi sono i collegamenti del tubo con il canale.
Sulla linea di corrente che incontra I'imbocco del tubicino, il fluido subisce un rallentamento
dalla velocita di ingresso fino ad arrestarsi: su questa linea di corrente e possibile applicare
il teorema di Bernoulli. In corrispondenza del’altro collegamento, si incontra una superficie
di discontinuita a vorticita infinita: non ¢ quindi possibile attraversare questa superficie
applicando direttamente il teorema di Bernoulli, ma bisogna ricorrere alle condizioni di
interfaccia tra i due domini, quello interno al canale e quello interno al tubo, nel quale
possono essere applicate le equazioni della statica.

Vengono definiti i punti A all’ingresso sulla linea di corrente che arriva alla presa del
tubo all’interno del canale; il punto B coincidente con la presa del tubo all’interno del
canale; C' il pelo libero di destra all’interno del tubo “a U”, D il pelo libero di sinistra. Si
definiscono anche h¢ e hp come quote dei peli liberi (oss. H = h¢ — hp).

w—>OOD [ C IH
E
Bv

vg =0
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Il sistema risolvente é:

Pa+ $pv% + pgha = Pg + Spv% + pghs
Pp + pghp = Pc + pghc

Pc + paghc = Pp + paghp

Pp + pghp = Pg, + pghg,

Pg, = Pg,

Pg, + %Pqul + pghg, = Pp + spu% + pghp
Pp + 2pv} + pghp = Pa + $pvi + pgha
Q= pid’U

(5.27)

Osservando che hy = hg, hg = hp, v4 = vp = U, vg = 0, supponendo ug = U
(ipotizzando dimensioni e intrusivita trascurabile della sonda), il sistema semplificato
diventa:

Py + 3pU% = Pp

Pp + pgha = Pc + pghc

Pc + paghc = Pp + paghp

Pp + pghp = Pg + pghg (5.28)
Pr + %pu% = Pp + %pU2

Pp + pghg = Pa + pgha

Q = p53d*U

Risolvendo per U, avendo definito H = h¢ — hp:

1 a
5PUP =P —Pa=..=(p—p)gH = U:,/2(1—’;> gH (5.29)

Inserendo i valori numerici: U = 2.799m/s, Q = 467.15kg/s.
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Esercizio 5.14 — Getto libero. Si consideri un getto
stazionario, assialsimmetrico, d’acqua in condizioni
standard, diretto verso ’alto, in atmosfera uniforme,
secondo la verticale z, e uscente con velocita unifor-
me e costante V' = 20 m/s da un ugello circolare di
diametro d = 5 ¢m. Si assuma che:

e la curvatura delle linee di flusso sia

trascurabile;

e sia trascurabile ogni perdita di energia.
Si determinino:

a) il diametro D del getto alla quota Z = 15 m

(misurata dal piano d’uscita dall’ugello);
b) la massima quota ideale H cui pud giungere d
il getto.
(D =6.97 cm, H =20.39 m) m
Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli nell’ipotesi di stazionarieta, fluido incomprimibile, non
viscoso, irrotazionale. Equazione della vorticita nel caso non viscoso.
Svolgimento.
e Il primo quesito del problema viene risolto mettendo a sistema 1’equazione di Bernoulli
(ipotesi...) e I’equazione della continuita.

1 yv2_ 1.2
=pV= = Sspu”(2) + pgz d
2 - 2 ) - D=———— (5.30)
Vd* =u(z)D 29211
=33

Inserendo i valori numerici D = 6.97cm.
e Il secondo quesito si ottiene ricavando dal teorema di Bernoulli la quota alla quale la
velocita é nulla.

1
ipV2 = pgH = H=_-— (5.31)

Inserendo i valori numerici H = 20.39m.
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Esercizio 5 .15 — Giochi d’acqua. In un
gioco d’acqua (p = 999 kg/m?), un di-
sco di diametro D = 35 cm viene solle-
vato da un getto che fuoriesce con veloci-
ta Vp = 10 m/s da un foro di diametro
do = 8 c¢m concentrico all’asse del disco,
cosi come illustrato schematicamente in fi-
gura. Noto che in condizioni stazionarie Pitm
la quota raggiunta dal disco ¢ di poco su-
periore alla quota H = 2 m, si richiede di
determinare:

1.1) la velocita Vi e il diametro d; del th : Vo
getto alla quota H supponendo tra-
scurabili tra le sezioni 0 e 1 sia la cur- - d;
vatura delle linee di flusso che ogni
forma di dissipazione;

1.2) lo spessore h del film d’acqua all’e- H
stremita del disco assumendo che il
profilo di velocita radiale sia lineare
con velocita massima Vo = V3.

1.3) la massa m del disco considerando N Tl Vo
trascurabili sia gli sforzi viscosi all’in- d{]l .
terfaccia tra I’atmosfera circostante
(Patm = 101325 Pa) e il getto d’ac-
qua che la forza gravitazionale agente
sul fluido tra la quota H e la quota
del disco.

Per la risoluzione del problema si assumano
condizioni di assialsimmetria.

Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli nell’ipotesi di stazionarieta, fluido incomprimibile, non
viscoso, irrotazionale. Bilanci integrali.

Svolgimento.

e [l primo punto viene risolto mettendo a sistema il teorema di Bernoulli e la continuita.

— _ 2
{%pv(% S S ORT S Al e/ AR,
2gH |4 :
Vod3 = Vid? dl:{l_ 19/2] C
0

e Il secondo punto viene risolto utilizzando solamente il bilancio di massa.

_ 4

=55 (5.33)

Q="pVodd="pvid}="Dnv, = &
4 4 2
e Il terzo punto viene risolto applicando il bilancio della quantita di moto in direzione
verticale per trovare la forza applicata dal disco al fluido. Infine si scrive ’equilibrio
del disco soggetto alla stessa forza con verso opposto (principio di azione e reazione)
e al proprio peso.
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Dal bilancio si ottiene che la componente verticale della forza che si scambiano fluido
2oV

. N 27 12 . \ ST o
e disco € uguale a pVy" 7dj. La massa del disco & quindi m = Fd1=;
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Esercizio 5.16 — Lamina inclinata. Un get-
to di acqua (p = 1000 kg/m?) colpisce
una lamina di massa per unita di aper-
tura m = 1 kg/m inclinata di un angolo
a = 30° rispetto all’orizzontale, connessa
a terra con una molla di costante elastica
k = 10° N/m?. 1l getto esce con profilo
uniforme U = 10 m/s da una fessura larga
di1 = 5 ¢m Determinare:
e la velocita Uy (uniforme) e lo spesso-
re do del getto alla quota H =1 m
sopra la fessura di uscita, supponen-
do trascurabili ogni forma di dissi-
pazione e la curvatura delle linee di

corrente;
e la velocita massima V del profilo
triangolare di spessore h = 2 cm,

identico su entrambe le estremita
della lamina;

e la deformazione della molla, conside-
rando trascurabili gli sforzi viscosi
all'interfaccia tra il getto e I’atmosfe-
ra circostante (P, = 101325 Pa) e la
gravita agente sul fluido al di sopra
della quota H.

Soluzione

Concetti. Teorema di Bernoulli nell’ipotesi di stazionarieta, fluido incomprimibile, non
viscoso, irrotazionale. Bilanci integrali.

Svolgimento.

e continuita + Bernoulli

QQH —-1/2

{de = pdaUs N do = dy <1 - U72 = 0.0558 m

1,772 _ 1,772 1/2

spU” = 5pU. H 2gH

2P07 = 2PU2 F Y U2:U<1—[g]2) = 8.96 m/s

(5.34)
e continuita: in ingresso profilo uniforme, in uscita due profili triangolari.
1 dy

Ud, = 2§Vh =V = Uﬁ =25m/s (5.35)

e bilancio di massa + equilibrio corpo: pressione P, ovunque; i due flussi di quantita
di moto sulla lamina si bilanciano: rimane solo il termine in ingresso
2

d
o0 da

kEAx = mg — R = Ax = —0.0447 m (compressione) (5.37)
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(6. Soluzioni esatte

Introduzione e linee guida per la soluzione dei problemi

E possibile ricavare alcune soluzioni esatte stazionarie delle equazioni di Navier-Stokes, che
descrivono il moto di un fluido viscoso, quando il dominio ha una geometria “semplice”. In
alcuni casi, come la corrente in un canale piano (Newton-Couette), la corrente in un tubo a
sezione circolare (Poiseuille), o la corrente nel setto tra due cilindri rotanti (Taylor-Couette),
per semplificare le equazioni ¢ possibile sfruttare 'omogeneita del dominio (in qualche
direzione) e, per ipotesi, della corrente. Nella maggioranza delle soluzioni esatte, i termini
non lineari nelle equazioni si annullano, permettendo di ricavare abbastanza facilmente la
soluzione delle equazioni.

In generale, le soluzioni stazionarie esatte presentate in questo capitolo sono significative
quando il regime di moto & laminare. Senza entrare molto nel dettaglio, una soluzione
stazionaria € una soluzione di equilibrio delle equazioni di Navier-Stokes, per la quale
Ou /0t = 0. Un regime di moto instazionario pu¢ manifestarsi a causa di una “instabilita
intrinseca” della corrente o a causa di una enorme amplificazione (ricettivita) di disturbi,
anche di intensitd minima, sempre presenti in natura'. Entrambi i processi che allontanano
la corrente dalla condizione di equilibrio vengono innescati o amplificati all’aumentare del
numero di Reynolds caratteristico della corrente. Qualitativamente, si puo quindi affermare
che le soluzioni stazionarie esatte sono rappresentative del fenomeno fisico quando il numero
di Reynolds caratteristico assume valori “sufficientemente bassi”, per i quali non si verificano

! 11 regime di moto periodico (e ordinato) che si manifesta nella corrente attorno a un cilindro quando il

numero di Reynolds supera un valore critico (Re. & 46) & il risultato di una “instabilita intrinseca” (globale)
parametrica del sistema. La soluzione stazionaria stabile esistente per Re < Re. diventa instabile quando il
parametro Re eccede il valore critico e nasce un ciclo limite (stabile) nel piano delle fasi del sistema. Il
moto periodico e ordinato del sistema osservato nello sviluppo della scia di Von Karman a valle del cilindro,
corrisponde alla dinamica del sistema sul ciclo limite.
Mentre la corrente attorno a un corpo tozzo risulta abbastanza insensibile ai disturbi e perturbazioni esterni,
altre correnti possono amplificare perturbazioni di intensita ridotta di diversi ordini di grandezza. Alcuni
esempi sono uno strato limite, uno strato di mescolamento o un getto. In queste correnti dominate dalla
convezione, ’enorme amplificazione puo avvenire tramite meccanismi non-modali, che caratterizzano di
sistemi dinamici lineari stabili non simmetrici.
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instabilita intrinseche nella corrente e per i quali le perturbazioni e gli effetti di estremita
(ad esempio, all’'imbocco di un tubo) vengono smorzati dalla viscosita, rendendo la corrente
stazionaria e omogenea.

R) In questa introduzione non c’¢ nessuna velleita di una descrizione precisa e completa
di quelli che sono gli argomenti di studio della stabilita fluidodinamica, ma solamente
la necessita di precisare i “limiti di validita” delle soluzioni esatte ricavate in questo
capitolo.

Equazioni di Navier-Stokes in coordinate cartesiane e cilindriche

Le equazioni di Navier-Stokes vengono scritte nel sistema di coordinate piu adeguato alla
descrizione del problema, come ad esempio possono essere le coordinate cartesiane o quelle
cilindriche. Le equazioni di Navier-Stokes per un fluido incomprimibile

u 2
{(%—i-p(u V)u — uVeu + Vp = pg (6.1)

V.-u=0
accompagnate dalle condizioni iniziali e dalle condizioni al contorno opportune (e, qualora

servissero, dalle condizioni di compatibilita dei dati), possono essere scritte ad esempio in
un sistema di coordinate cartesiane

ou  Ou au> 82u+82 L) O
92 oy T 92) T PO

ov ov ov ov v 0%v Op
—+p u—x+’u—y+wf —ul stz + 5= +*y:pgy

P ot or oy " "oz 02 "oy T 922) " D 62)
Ow + <uaw+vaw+waw)— 82w+82w+82w +@—
Par TP\ "5 ay a2 9y | 9:2) 9, PY
ou @ ow 0
or Oy 0z
o in un sistema di coordinate cilindriche
Ouy uj ) ur 2 OQug op
& (“'V“r‘r ‘”(V“f‘ﬂ‘ﬂae>+m—pgr
Ouyg Uy 9 Ug 2 8ur> 10p
”at“( )8“(v“9 2290 ) T TP (6.3)
pZE 4 pu - Vu, — V2, + 2 = pg.
ot 0z
12( )+18u9+8uz_0
ror a0 " 9
dove
a Vb= argb + a"gg —i—ang
§ y (6.4)

OFN 1 0%f 0%
2
Vf_r@ <8r)+r2802+822

Esempio in coordinate cartesiane: corrente di Poseuille

Nel caso di corrente bidimensionale di Poiseuille in un canale piano, si usano le equazioni
scritte nel sistema di coordinate cartesiane. Si sceglie I’asse x orientato lungo il canale e
I’asse y perpendicolare alle pareti. Si fanno alcune ipotesi:
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0
e stazionarieta: — = 0;

e omogeneita della coordinata x: il campo di velocita ¢ indipendente dalla coordinata

8ui —0.
T

x. La derivata di tutte le componenti della velocita rispetto ad z € nulla:

-

E invece ammissibile che la pressione vari lungo z: da un punto di vista fisico,
€ necessario un gradiente di pressione che equilibri gli sforzi a parete dovuti alla
viscosita e che “spinga” il fluido nel canale; dal punto di vista matematico, & gia
stato accennato al ruolo particolare che svolge quel campo indicato con p, diverso
dalla pressione termodinamica nel caso di fluido incomprimibile; si osservi poi che
il campo p non compare mai nelle equazioni, se non sotto 'operatore di gradiente
(o all’interno delle condizioni al contorno, che “fissano” un valore di p: ¢ gia stato
sottolineato piu volte che spesso il moto di un fluido incomprimibile & indipendente
dal valore assoluto del campo p, mentre dipende da differenze, o dalle derivate, di p!).

e sfruttando la bidimensionalita della corrente, ’'omogeneita della coordinata x e il
vincolo di incomprimibilita si ottiene:

ou Ov
7 oy = (6.5)
ey

Questo implica che la componente v della velocita e costante in tutto il canale;
sfruttando le condizioni al contorno di adesione a parete u = (u,v) = 0 & evidente
che la costante deve essere nulla: v = 0.
e supponiamo qui che, se vengono considerate le forze di volume, esse sono costanti e
dirette lungo —9.
Le equazioni diventano quindi

d? 0
o (6.6)

dove la derivata parziale in y della componente u ¢ stata sostituita dalla derivata ordinaria,
poiché la velocita u(y) (e quindi tutte le sue componenti) dipende solo dalla coordinata y.
La seconda equazione integrata da come risultato (p dipende sia da x sia da y):

p(z,y) = —pgy + f(z) (6.7)
Inserita nella prima:
d’>u op Of
p <dy2> oo (6.8)

Nell’ultima equazione, i termini a sinistra dell’uguale sono funzione solo della variabile
indipendente y, quelli a destra dell’'uguale solo di x: affinché I'uguaglianza possa essere
sempre valida, i due termini devono essere costanti; si sceglie di definire questa costante
—Gp (con questa G p assumera valore positivo). Si possono quindi risolvere le due equazioni

d?u
5 Y (6.9)
®_ _q,
ox
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accompagnate dalle opportune condizioni al contorno. Osservando il sistema (6.6), nelle
equazioni compare la derivata seconda in y della componente u della velocita, la derivata
prima sia in x sia in y di p: e ragionevole pensare che servano due condizioni al contorno
in y per u, una condizione al contorno per p in x e una in y. In particolare, sulle pareti
del canale (alto H) la velocita del fluido deve essere nulla, per le condizioni al contorno di
adesione. Per quando riguarda la pressione, si puo fissare il valore in un punto del dominio,
ad esempio origine degli assi p(0,0) = po.

u(z,0) =0
u(z, H) =0 (6.10)
p(0,0) = po
Le equazioni (6.9) con le condizioni al contorno appena elencate danno come risultato:
Gp
u(y) = ——yly— H
W) = =5, vy —H) (6.11)

p(z,y) = po — pgy — Gpx

Calcolo del vettore sforzo

Se vengono chieste azioni (risultanti di forze o momenti) esercitate dal fluido sul solido,
¢ necessario calcolare lo sforzo a parete ¢, ; esercitato sul solido, uguale e contrario allo
sforzo esercitato dal solido sul fluido ¢,,. Il vettore sforzo ¢, su una superficie con giacitura
definita dal versore normale 72 si puo esprimere come il prodotto del versore 71 e il tensore
degli sforzi T,

t,=n-T=n-[—pl+2uD] = —pi + s, , (6.12)

avendo utilizzato la relazione costitutiva S = 2ulD per un fluido incomprimibile newtoniano,
che lega il tensore degli sforzi viscosi S al tensore velocita di deformazione D tramite il
coefficiente di viscosita dinamica p. Il vettore s, = 7 - S ¢ il vettore degli sforzi viscosi. E
possibile trasformare la relazione (6.12) in una relazione che contenga solamente operazioni
tra vettori,

t,=-—pR+u2(h - Viu+nax (Vxu)=-ph+s,. (6.13)

Questa espressione puo risultare vantaggiosa quando € richiesto il calcolo del vettore degli
sforzi in sistemi di coordinate non cartesiani. Mentre esistono molte tabelle che raccolgono
I’espressione delle operazioni vettoriali in sistemi di coordinate non cartesiane, sono piu
rare tabelle che raccolgano la forma in componenti di operazioni tensoriali.

In sistemi di coordinate cartesiane, e facile calcolare il vettore sforzo come prodotto
tensoriale tra il versore normale 71 e il tensore degli sforzi, le cui componenti sono facili da
calcolare

1
T = —pl +2uD = —pl + 2u [2 (Vu + VT’U,)]

(s, ou, (6.14)
2 arj 8$1 '

Ad esempio, per una corrente in uno spazio bidimensionale descritto dalle coordinate
cartesiane (z,y) le componenti del tensore degli sforzi possono essere raccolte in forma

Tij = —pdij + 2pDij = —pdij + 24
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matriciale,
ou 1 (8u i 8@)
_ 1o oz 2\ oy ' oz
']I‘——p[o 1]—}—2@ 1(8u+8u) @ (6.15)
2\ 0y Oy oy

Sfruttando la simmetria del tensore degli sforzi, T;; = T};, il vettore sforzo t; = n;1T}; = Tj;n;
puo essere calcolato come prodotto matrice vettore. Come esempio, viene calcolato lo sforzo
a parete in un canale piano, nel quale scorre un fluido con un campo di velocita che ha
solamente la componente parallela alle pareti che dipende dalla coordinata perpendicolare

ad esse, u(r) = u(y)&. Facendo riferimento alla corrente di Poiseuille della sezione
precedente, il vettore sforzo agente sul fluido in corrispondenza della parete interiore a
y = 0, si ottiene moltiplicando il versore normale uscente dal fluido 7 = —g¢ per il tensore
degli sforzi,
ou ou ou
Wl Wt [l [t | p 6.16
dy oy (6.16)
8u N N G pH N N
— tpn=—pu - T+py=—"—T+py.
dy 2
Lo sforzo sulla parete inferiore ¢ I'opposto ¢, s = GgH & — pgy. Sulla parete superiore,

a y = H, la normale uscente dal fluido ¢ i = g, la derivata ou/0y(z, H) = —Gp/(2u).

Svolgendo i conti, come fatto per la parete inferiore, si ottiene che lo sforzo agente sulla

parete superiore ¢ ¢, s = GgHe’% + py.

Equivalenza tra I’espressione tensoriale e vettoriale del vettore sforzo.
Per i piu curiosi e i pit “matematici”, si dimostra infine I'equivalenza tra (6.12) e (6.13).
Questa dimostrazione viene fatta ricorrendo alla notazione indiciale, sfruttando le proprieta
di permutazione degli indici del simbolo €;;, e la proprieta dei simboli €51 € 04,
ekijeklm = 5il5jm — 5im6jl . (617)
La componente i-esima di 7 X V X u €
{f x V xu}, =eni {V xu}, =
= €jkNj€klmOUm =
= €ij€hlmMjOUm =
= (0i10jm — Oim0;1)n Oy, =
O — Oy — 6.18
= n;O;u; — n;0ju; = ( )

= njﬁiuj + njajui — anéjui =

1
= 27”Lj§ (alu] + nj(?jui) — 2nj8ju2- =
— (28D - 2(R- V)ul,

Il contributo viscoso al vettore sforzo ¢ uguale al primo termine a destra dell’'uguale
moltiplicato per la viscosita dinamica u, s, = 2un - D; il vettore sforzo ¢, & la somma del
vettore degli sforzi viscosi s, e del vettore degli sforzi (normali) dovuti alla “pressione”,
t, = s, — pn. Si ottiene cosi 'identita desiderata

t,=n-T=n-[—pl+2uD] = —pA+p[2(R-V)u+nx (Vxu)] = —ph+s,. (6.19)
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R) Si ricorda che le identita vettoriali e tensoriali sono indipendenti dal sistema di
riferimento in cui vengono scritte le componenti: per la loro dimostrazione si puo
utilizzare un sistema di coordinate qualsiasi (spesso le coordinate cartesiani sono
un sistema di coordinate conveniente, poiché le espressioni delle operazioni e degli
operatori differenziali sono semplici da ricordare e utilizzare).

Osservazione: vettore sforzo in coordinate cilindriche.

E possibile calcolare le componenti del prodotto # - T svolgendo un prodotto matrice-
vettore anche per sistemi di coordinate non cartesiani. In questo caso, pero, la forma delle
operazioni vettoriali e tensoriali e le componenti del tensore sono “non banali”. Per esempio
le coordinate cartesiane del gradiente Vv di un campo vettoriale v sono uguali a dv; /0,
mentre le componenti in coordinate cilindriche sono raccolte nella seguente matrice 3 x 3,

Ovy, 1 (v, v vy
or T \ 00 0 oz
dug 1 (v ey 6.20
or v \a0 TUr) B> (6.20)
Ovy 1 0v, v,
or r 00 0z

se riferite alla base fisica (%, é, 2). Bisogna quindi prestare attenzione nella scrittura delle
componenti di tensori e operatori quando si usano sistemi di coordinate non cartesiane. Per
il calcolo del vettore sforzo si consiglia quindi di usare, la formula (6.13) che contiene solo
operazioni vettoriali, per le quali & piu facile trovare tavole che ne raccolgano le espressioni
in componenti in diversi sistemi di coordinate.

Per concludere questa sezione, viene ricavata ’espressione del vettore degli sforzi viscosi
in coordinate cartesiane come prodotto 2u# - D. Poiche il sistema di coordinate cilindriche
(fisiche, riferite alla base (7, 0, £)) ¢ un sistema ortogonale, le componenti del vettore degli
sforzi viscosi possono essere calcolate con il prodotto matrice vettore,

Ov,  Ovg 1 (0ve vy vy
t 297 o tr ( 6 09) or Tz | |
= 2 (v dug 4 10v . .
to| =1 |sym r (ae + UT) 2: Trae| | (6.21)
tz sym sym 2% Nz

Come esercizio, ¢ possibile utilizzare ’espressione vettoriale (6.13) per verificare la validita
dell’espressione appena trovata del vettore sforzo in coordinate cilindriche.
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Esercizio 6.1 — Corrente in un canale piano - Newto-

n-Poiseuille. In un canale piano, di lunghezza e aper-

tura infinita, orizzontale, di altezza H = 1.51 mm,

delimitato da una parete inferiore fissa e da una U
parete superiore mobile con velocita orizzontale, co- —
stante e positiva U = 0.31 m/s. scorre acqua in H
condizioni standard. Per quale valore del gradiente .1 .
di pressione Gp = —9P/0x la portata nel canale Wy

risulta nulla? 4
Si trascurino le forze di volume.

(Re = 441, G, = —930 Pa/m) n

Soluzione

Concetti. Semplificazione delle equazioni di NS in coordinate cartesiane per descrivere
la corrente in un canale piano infinito messo in moto da un gradiente di pressione (corrente
di Poiseuille) e dal trascinamento dovuto al movimento di una parete del canale (corrente
di Newton).

Svolgimento. In questo problema, la corrente nel canale ha due forzanti: il moto a
(velocita costante) della parete superiore e il gradiente di pressione G'p lungo il canale. Il
problema chiede di trovare il valore di Gp tale che la portata nel canale sia nulla quando
i due effetti si combinano. Il problema viene risolto ricavando il profilo di velocita in
funzione del gradiente di velocita dalle equazioni di NS opportunamente semplificate e
successivamente il valore del gradiente di pressione necessario ad avere portata nulla. La
geometria del problema suggerisce di utilizzare un sistema di coordinate cartesiane.

e Scrittura delle equazioni di NS in coordinate cartesiane in 2 dimensioni.

87u+u@+v@_y @_’_627“ 1@_]“

ot Ox Ay ox?  Oy? pox 7

ov ov ov v 0% 190p

i - 7 Z -4 27 ¥ _ 6.22
ot +u8x —H}@y g (8302 + 8y2> p Oy Ty (6.22)
ou o0 _,

or Oy

e Semplificazione delle equazioni di NS per il problema considerato. Vengono fatte le
seguenti ipotesi:

— problema stazionario: — = 0;

ot
- e Ju  Ov
— direzione x omogenea (canale infinito in direzione z): — = — = 0;
or Oz
R ) non si puod dire altrettanto della pressione, a causa del ruolo che questa
ha nelle equazioni di NS incomprimibili. Il campo di pressione puo essere
interpretato come un moltiplicatore di Lagrange necessario a imporre il
vincolo di incomprimibilita. Inoltre, ad eccezione di alcune condizioni al
contorno, non appare mai direttamente come pressione p ma solamente
con le sue derivate spaziali. Da un punto di vista piu fisico, la differenza
di pressione lungo il canale & la forzante che mette in moto il fluido in
una corrente di Poiseuille.
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ou ov
— la condizione e 0 inserita nel vincolo di incomprimibilita, implica 0= 0;
L Yy

dv v
poiche — = — = 0 segue che v = cost = 0, poiché ¢ nulla a parete per la

or oy

condizione al contorno di adesione, u = 0.
— no forze di volume: f = 0.
Le equazioni di NS possono essere semplificate

P
0y*  Ox (6.23)

% _

oy

Dalla seconda segue che la pressione puo essere funzione solo di . Nella prima, il
termine a sinistra dell’uguale e funzione solo di y; quello di destra puo essere funzione
solo di x: 'uguaglianza implica che entrambi i membri sono costanti. Definiamo

questa costante come Gp = —a—: si noti che questo ¢ il gradiente di pressione lungo
x

il canale, cambiato di segno.

—pu’(y) = Gp y €0, H]
uw(0)=0 (6.24)
u(H)=U

Soluzione dell’equazione differenziale con dati al contorno: si integra due volte e
si impongono le condizioni al contorno per ottenere la componente u del campo di
velocita.

e e U
= uly) = ———y* + (25H+ H) (6.25)

Calcolo della portata come integrale della velocita.
Q= / H3 + = UH (6.26)
Infine, imponendo la condizione di portata nulla () = 0, si ottiene il valore di Gp:

U
Gp = —6% =  Gp=-930Pa/m (6.27)
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Esercizio 6.2 — Corrente di Poiseuille in un
canale piano e manometro. Una corrente
di Poiseuille di acqua (p = 1000/kg/m?3,
p =103 kg/(ms)) scorre in un canale di
altezza H = 1 ¢m. Un manometro misura
la differenza di pressione tra le sezioni in
z4=1.0m e xg = 2.0 m. Determinare:

e il gradiente di pressione all’inter- X Xg
no del condotto, conoscendo la den- A ‘B
sita del liquido barometrico p = :
1200 kg/m? e la differenza di quote Po
h =5 mm; \ A .

e la velocita massima all’interno del 0O , ¥ B

/
canale; Q Q j
e la risultante R delle forze esercitata !

dal fluido sul tratto di parete superio-
re compreso tra A e B, sapendo che
sulla sezione x = 0 m la pressione va-
le pp = 10° Pa. Qual & la relazione
tra R, e pa — pp? Commento.

Soluzione

Concetti. Soluzione esatte delle equazioni di Navier-Stokes. Corrente di Poiseuille nel

canale piano 2D. Manometro: leggi della statica (Stevino).

Svolgimento.

e Per trovare la derivata in direzione x della pressione all’interno del canale (0P/0z =
—Gp = cost. per la corrente di Poiseuille) risolve il problema di statica all’interno del
manometro. Facendo riferimento al disegno, si utilizza Stevino tra i punti A" — Q1,
Q1 — Q2, Q2 — B’ e I'informazione di derivata della pressione costante in direzione x
all’interno del canale, tra A’ e B’.

PAr =P — PIZQ

— DN = — D 1
PQ: — PIZQ1 = PQ2 — PYZQ: = Gp= F(ﬁ — p)gAh (6.28)
PB = DPQs — PIZQ, v

pa —pp = GpAx

avendo svolto correttamente i conti e riconosciuto zg, — 2g, = Ah.
e Ricordando che il profilo di velocita di Poiseuille risulta u = #u(y), con

Gp
=——vyly— H 6.29
uly) = =5 vly = H), (6.29)
s . 5. N GP 2
la velocita massima all’interno del canale ¢ V = u(H/2) = 8—H
W

e Per calcolare la risultante degli sforzi sul tratto A — B della parete superiore, &
necessario calcolare il vettore sforzo agente su di essa e svolgere un semplice integrale.
11 vettore sforzo agente sulla parete superiore risulta

ou

t=—p—
uayy:H

&+ pz,H)y . (6.30)
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La pressione p(z, H) sulla parete superiore, per x € [x4,zp]| si calcola come segue: si
parte dall’origine del sistema di riferimento O, in corrispondenza della quale € noto il
valore della pressione pg e ci si muove in orizzontale ricordando che OP/dx = —Gp e
in verticale ricordando che 0P/0y = —pg.

par=po—Gpra

oA = par — pgl p(z,H) =pa—Gp(z —x24) (6.31)

Lo sforzo tangenziale sulla parete € costante e vale

ou G
—p—| =-LH (6.32)
oy l,—p 2
La risultante delle forze (per unita di lunghezza, poiche il problema ¢ bidimensionale)
si ottiene integrando lo sforzo tra A e B. Facendo comparire il valore pp della
pressione in B, 'espressione della risultante delle forze diventa

G 1
R= TPHAM?: + 5 (pa+pp)Acg . (6.33)



6.1 Introduzione e linee guida per la soluzione dei problemi 103

Esercizio 6.3 — Corrente libera su parete inclinata. Si
consideri una corrente d’acqua a pelo libero, lami-
nare e stazionaria, che scorre su una parete piana di
lunghezza e apertura infinita inclinata di un angolo
« rispetto all’orizzontale. Sul pelo libero la pressio-
ne ¢ uniforme e uguale a P,. Lo sforzo tangenziale
fra acqua e aria viene considerato nullo.

Si calcoli il profilo di velocita nello strato di acqua
e il campo di pressione. m

Soluzione

Concetti. Semplificazione delle equazioni di NS in casi particolari. Soluzioni esatte in
coordinate cartesiane.

Svolgimento. Si scelga un sistema di riferimento cartesiano con ’asse x orientato
lungo la parete verso il basso e 'asse y perpendicolare ed uscente ad essa. Sulla corrente di
questo problema agiscono le forze di volume dovute alla gravita. L’ipotesi che la pressione
sia uniforme sulla superficie di interfaccia tra acqua e aria implica che la pressione e
indipendente dalla coordinata x in tutto il fluido.

e Scrittura delle equazioni di NS in coordinate cartesiane in 2 dimensioni.

@4_“%_’_1}%_1/ @4_@ _'_}@—f

ot or Oy 0x?  Oy? poxr "

v v ov v 0% 10p (

ov ov Lo (g oty Lop 6.34)
ot +u8$+vﬁy V<6w2+8y2> p Oy Ty

or Oy

e Semplificazione delle equazioni di NS per il problema considerato. Vengono fatte le
seguenti ipotesi:

— problema stazionario: — = 0;

ot
o e ou v
— direzione x omogenea (canale infinito in direzione x): — = — = 0;

or O
R) non si puo dire altrettanto della pressione, a causa del ruolo che questa
ha nelle equazioni di NS incomprimibili. Il campo di pressione puo essere
interpretato come un moltiplicatore di Lagrange necessario a imporre il
vincolo di incomprimibilita. Inoltre, ad eccezione di alcune condizioni al
contorno, non appare mai direttamente come pressione p ma solamente
con le sue derivate spaziali. Da un punto di vista piu fisico, la differenza
di pressione lungo il canale e la forzante che mette in moto il fluido in

una corrente di Poiseuille.

ou v
— la condizione — = 0 inserita nel vincolo di incomprimibilita, implica Foie 0;
Y

x
L. Ov ov N
poichée — = — = 0 segue che v = cost = 0, poiché & nulla a parete per la

or Oy

condizione al contorno di adesione, u = 0.
— no forze di volume: f = pg = pgsin a& — pgcosay.
Le equazioni di NS possono essere semplificate

d%u Op .
—,uﬁ = “or + pgsina
op Y (6.35)
- = —pgcosa .

0y



104

Capitolo 6. Soluzioni esatte

Dalla seconda segue che I'espressione del campo di pressione €

p(z,y) = —pgycosa + f(z) . (6.36)

L’espressione di f(x) puo essere calcolata imponendo la condizione al contorno sul
pelo libero, p(x, H) = P,,

P, = —pgH cosa + f(x) — f(x) =P, + pgH cos . (6.37)

La funzione f(z) € costante, senza dipendere dalla coordinata x. Di conseguenza, il
campo di pressione dipende solo dalla coordinata y

p(x,y) = Py + pg(H — y)cos a (6.38)

e la derivata di dp/dx & nulla. La componente x dell’equazione della quantita di
moto diventa quindi un’equazione ordinaria del secondo ordine

—pu"(y) = pgsina, y € [0, H]
u(0) =0 (6.39)
W(H)=0,

con le condizioni al contorno di adesione a parete e di sforzo di taglio nullo all’inter-

faccia tra aria ed acqua, 0 = 7(H) (H) = pu'(H). La derivata parziale in y &

_ Ou
stata sostituita da quella ordinaria, poiche la velocita e solo funzione di y.

Soluzione dell’equazione differenziale con dati al contorno: si integra due volte e
si impongono le condizioni al contorno per ottenere la componente u del campo di

velocita.

u(y) = —%y(y — H)sina . (6.40)
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Esercizio 6.4 — Corrente libera su parete verticale. Si consideri una corrente d’acqua
a pelo libero, laminare e stazionaria, che scorre su una parete verticale piana di
lunghezza e apertura infinita. Si ipotizzi che la pressione atmosferica che agisce
sul pelo libero sia uniforme. Si ipotizzi inoltre che lo sforzo tangenziale fra acqua e
aria in corrispondenza del pelo libero sia nullo.

Assegnata la portata in massa per unita di apertura Q = 0.5 kg/(ms), determinare

1.

2
3.
4

lo spessore h della corrente d’acqua;

. lo sforzo tangenziale a parete;

la velocita in corrispondenza del pelo libero;

. la velocita media e il numero di Reynolds basato su tale velocita media e sullo
spessore della corrente.

Si sostituisca poi al pelo libero una parete solida. Si determini quale dovrebbe
essere la velocita di tale parete per ottenere una portata nulla.

Dati: p =999 kg/m3, i = 1.15 10~3kg/(ms).

(h =5.6110"* m, 7 = 5.494 Pa, u(h) = 1.339 m/s, U = 0.893 m/s, Re = 434.8,
U= —-0.4464 m/s.) n

Soluzione

Concetti. Semplificazione delle equazioni di NS in casi particolari. Soluzioni esatte in
coordinate cartesiane.

Svolgimento. Si scelga un sistema di riferimento cartesiano con ’asse x orientato
lungo la parete verso il basso e ’asse y perpendicolare ed uscente ad essa.

Sulla corrente di questo problema agisce la forza di volume dovuta alla gravita.

L’ipotesi che la pressione sia uniforme sulla superficie di interfaccia tra acqua e aria
implica che la pressione & costante in tutto il fluido: si vedra che gz = 0; se sulla superficie
libera la pressione e costante e non varia nello spessore, allora la pressione € costante in
tutto il fluido.

e Scrittura delle equazioni di NS in 2 dimensioni.

ou ou du 92y 0%y
E+u%+”@_y<w+ay )—i—
+

%
2 o
%+u%+vg—;—u(%+a ) o =Ty (6.41)

e Semplificazione delle equazioni di NS per il problema da affrontare.
Ipotesi:

— problema stazionario: 5; = 0;

. Ou ov

— direzione x omogenea (canale infinito in direzione x): g = 5% = 0; la pressione

nelle equazioni di NS incomprimibili & un moltiplicatore di Lagrange per imporre
il vincolo di incomprimibilita; inoltre non appare mai, se non nelle condizioni
al contorno, come p ma solo con le sue derivate spaziali: quindi non € corretto
imporre = g” = 0, nonostante la direzione z sia omogenea;

% = 0 inserito nel vincolo di incomprimibilita (8“ + g” = 0) implica § 6” =0

poiche 2 T = %Z =0 e v = 0 a parete per la condizione al contorno di adesmne,
segue che v = cost = 0;

— forze di volume solo in direzione verticale: per come sono stati orientati gli assi,

J =gz
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A%u _ op

gz = —a; TP

{ap o ’ (6.42)
Jy

Dalla seconda segue che la pressione puo essere funzione solo di . Come gia detto
in precedenza, la pressione sulla superficie libera & costante e uguale alla pressione
ambiente P,: se la pressione non puo variare nello spessore, allora ¢ costante ovunque.
La derivata parziale % =0, il suo gradiente & nullo e quindi la pressione ¢ costante
in tutta la corrente di acqua.

Nella prima, il termine a sinistra dell’'uguale & funzione solo di y; quello di destra
& costante e uguale a pg. Le condizioni al contorno sono di adesione a parete e di
sforzo di taglio nullo all’interfaccia tra aria ed acqua: 0 = 7(H) = ug—Z(H ) = pu/(H),
dove la derivata parziale in y € stata sostituita da quella ordinaria, poiche la velocita
¢ solo funzione di y.

u"(y) = pg , y € [0, H]

(0) 0 (6.43)
W (H)=0
e Soluzione dell’equazione differenziale (semplice) con dati al contorno.
Risulta:
P9 o2  PY
=uly) =—"y " + —Hy 6.44
(1) =~y + (6.44)
e Calcolo della portata come integrale della velocita; si trova cosi la relazione tra Q ed
H.
H 1 p2g
Q= | puly)dy = 3==H" (6.45)
0 1%
E quindi
1
3 1
"= (?“) C = H=561-10""m (6.46)
P g

e Calcolo dello sforzo a parete
T=pu'ly=o =pgH = T =5.494Pa (6.47)

Osservazione. Equilibrio con la forza di gravita (problema stazionario).
e Calcolo di u(H).

1
u(H)zi%Hz = u(H)=1.342m/s (6.48)

e Calcolo velocita media e numero di Reynolds.

_ _ -_Q 2 _
_ H/ y)dy = pH = 0= = julH) = 0.895m/s (6.49)

H
Re="""" = Re=4348 (6.50)
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L’ultima parte del problema chiede di sostiutire alla superficie libera, una parete infinita.
L’equazione trovata in precedenza € ancora valida; € necessario pero sostituire la condizione
di sforzo tangenziale nullo con adesione su una parete mobile con velocita costante U.

—pu"(y) = pg , y € [0, H]
w(0) = 0 (6.51)
u(H)=U

Il profilo di velocita e:

Py, 9 U
=2 H 52
u(y) 2u( v +yH)+ 7y (6.52)

dove la velocita U é ancora incognita. Per trovarne il valore, si calcola la portata e la si
pone uguale a zero. La portata € uguale a

1 pgH? 1

H
_ due e low 6.53
Q= [ uwiy Bt (6.53)
Imponendo @ = 0,
H2
U=-" = U=-04474 m/s (6.54)

61
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Esercizio 6 .5 — Corrente di Poiseuille in un tubo
a sezione circolare e manometro. Un manometro a
mercurio (pp, = 13610 kg/m?3) collega due prese di
pressione posizionate a una distanza dil = 2 m I'una
dall’altra lungo un tubo orizzontale di diametro
2R =5 cm in cui scorre un fluido con densita py =
950 kg/m?>. Se la differenza fra le altezze dei peli
liberi del liquido manometrico nelle due colonne vale
Ah = 4 cm e la portata volumetrica che scorre nel
tubo & Q = 6 m3/s, quanto valgono la viscosita u
del fluido e lo sforzo a parete 7,7

(u=6.3610"° kg/(ms), 7y, = 31.052 N/m?) =

Soluzione

Concetti. Semplificazione delle equazioni di NS in casi particolari. Soluzioni esatte in
coordinate cilindriche. Legge di Stevino.

Scrittura del contributo viscoso del vettore sforzo come:

= p[Vu + V7] -f = (6.55)
=p2(n-V)u+n x V x u]
Svolgimento. La geometria del problema suggerisce di utilizzare un sistema di

coordiante cilindriche.
e Scrittura delle equazioni di NS in coordinate cilindriche

r 2 r 2

P ot r2  r2 90 or
Ouyg YUy 9 ug 2 Ou, 10p
P ot +p<u Vo + r ) u(Vue r2+r289>+r89_f9

+pu-Vuz—,uV2uz+ =f.

pﬁ 0z

ror " r 00 0z

con

b agdb Db

@ Vb=ag e T 0,
10 01y, 10, %

ror \ or r2 002 922

(6.57)
Vif =

e Semplificazione delle equazioni di NS per il problema considerato. Vengono fatte le
sequenti ipotesi:

— problema stazionario: pri 0;
N e Ju  Ov
— direzione z omogenea (canale infinito in direzione z): — = — = 0; come
0z 0z
discusso negli esercizi in geometria cartesiana, il termine e —Gp & costante
z

e in generale diverso da zero.

— problema assialsimmetrico: — = 0;

00
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— no swirl: ug = 0;
— dall’incomprimibilita e dalle condizioni al contorno a parete, segue che la
componente radiale della velocita e identicamente nulla, u, = 0;
— no forze di volume: f = 0.
Grazie alle ipotesi fatte, il campo di velocita assume la forma w(r) = u(r)2. La com-
ponente radiale e azimuthale dell’equazione della quantita di moto sono identicamente
soddisfatte, mentre la componente lungo z diventa

,LLli <rjru(r)> =—-Gp r€]0,R]

u(0) =valore finito
u(R)=0

(6.58)

d
dove la derivata ordinaria — ¢ stata utilizzata al posto della derivta parziale, poiche

la componente assiale della (felocité dipende solamente dalla coordinata radiale, u(r).
Le condizioni al contorno garantiscono che il campo di velocita sia regolare nel
dominio (in particolare che non esistano singolarita sull’asse) e che sia soddisfatta la
condizione al contorno di adesione a parete.
e Soluzione dell’equazione differenziale. Si integra due volte e si ottiene:
Gp 5
w(r)=———r"+Alnr+B (6.59)
4p
Imponendo le condizioni al contorno, A deve essere nullo per l'ipotesi di valore finito
inr =0 (Inr - —oo0 quando 7 — 0). Imponendo poi la condizione di adesione a
parete per r = R, si ottiene:

u(r) = ———(r? — R?) . (6.60)

e Calcolo della portata: si integra la velocita sulla sezione circolare (!) del tubo. Questa
relazione lega il gradiente di pressione Gp alla portata @ e al coefficiente di viscosita
dimanica u,

T GpR*

2t R R
Q= / u(r)rdrdf = 277/ u(r)rdr = . (6.61)
6=0 Jr=0 r=0 8 u

La differenza di pressione tra i due punti A e B (separati da una distanza [) & quindi
Pg— Py =—-Gpl.
e Applicazione della legge di Stevino per ottenere il sistema risolvente:

Py = Pa+prgHy (Stevino tra 1 e A)
Py = Pg + pyg(Ho — Ah) (Stevino tra 2 e B) (6.62)
Pg =Py —Gpl (relazione trovata dalla sln di NS) .
Py = Py — paggAh (Stevino tra 1 e 2)
Risolvendo il sistema, si trova che:
Gl = (g — pr)gAh (6.63)
Esplicitando il legame tra Gp e p, si ottiene il risultato:
R4 k
p=""(puy—pr)gAh = p=6.36-10"7""2 (6.64)

- 8QI ms
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e Bisogna calcolare ora 7,,la componente parallela alla parete dello sforzo a parete.
Usando 'espressione vettoriale della parte viscosa del vettore sforzo agente sul fluido
(aiutandosi con le tabelle per le espressioni in coordinate cilindriche degli operatori
differenziali) con u = u,(r)2 e L = ¥, si puo scrivere

sn=p[2(A- V)u+ixV xul=
|:28UZA 8uzA]

z —

or or > (6.65)

Ricordando che lo sforzo agente sulla parete ¢ uguale e contrario a quello agente sul
fluido e che lo sforzo dovuto alla pressione ¢ normale alla parete,

Ou,
Tw =4 or -
1 =R (6.66)
= -GpR .
2 P
Si ottiene quindi il valore, 7, = 31.05N/m?.
R Lespressione dello sforzo tangenziale a parete 7, = —,u% per la corrente di Poiseuille
in un tubo a sezione circolare ¢ simile a quella ottenuta per la corrente in un canale
piano, in coordinate cartesiane, 7, = M%Z- In questi due casi, la componente

tangenziale dello sforzo & proporzionale alla derivata in direzione perpendicolare alla
parete della componente di velocita parallela alla parete. Questa NON ¢ una formula
generale per lo sforzo tangenziale a parete, come sara evidente nel caso della corrente
di Taylor-Couette.
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Esercizio 6.6 — Corrente di Taylor-Couette. Si con-
sideri la corrente piana fra due cilindri coassiali
rotanti. Si misura la velocita in due punti posti ri-
spettivamente a 1/4 e 3/4 del gap fra i due cilindri:
ug1/4 = 0.5 m/s, ugz/y = 0.8 m/s. Si determini
la velocita di rotazione dei due cilindri nonché la
pressione in corrispondenza del cilindro interno sa-
pendo che la pressione in corrispondenza del cilindro
esterno vale 5 Pa, che la densita del fluido & pari
a 1.225 kg/m3, che il diametro del cilindro interno
ed=2R; = 0.1 m e che il diametro del cilindro
esterno e D = 2Ry = 0.16 m.

(1 =6.663 571, Qy = 11.743 s71) n

Soluzione

Concetti. Soluzione esatte delle equazioni di Navier-Stokes in geometria cilindrica.

Corrente di Taylor-Couette.

rar "t T T
con
_9b apdb b
a-Vb—ara+7%+aza
10 0 1 92 ?
( f)+ ;0

2,_ 10 [ O o7 97
vf*rar Tar r2 002 = 922

pZaZtQ—i-p(u-Vw)-i-ueTur) —M(V2U9_;Lg+r2285g
pa—;+pu-Vuz—MV2Uz+£:fz
10 10ug = Ou,

(6.68)

Svolgimento. Il problema viene risolto calcolando prima le velocita angolari dei cilindri

e successivamente la pressione.

e La soluzione di Taylor-Couette viene ricavata dall’espressione semplificata delle

equazioni di Navier-Stokes,

2. 9P
Pt g =O
_13<T5ru6>+ue_0
ror or r2 7

(6.69)

ottenute imponendo che il campo di moto sia bidimensionale w(r) = ug(r,0)0 +
u,(r,0)7, che la soluzione sia omogenea rispetto alla coordinata € e sfruttando le
condizioni al contorno e il vincolo di incomprimibilita per ricavare u,(6) = 0. Sia il
campo di pressione sia il campo di velocita dipendono solamente dalla coordinata
radiale, P = P(r), ug = ug(r). Le derivate parziali possono essere quindi trasformate
in derivate ordinarie. La seconda equazione e disaccoppiata dalla prima e puo essere
risolta, una volta imposte le condizioni al contorno. Trovato il campo di moto da
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questa equazione, la prima viene usata per calcolare il campo di pressione. La seconda
equazione puo essere riscritta come (svolgere le derivate per credere!)

1 ! B
- (r (TUG)/) =0 ug(r) = Ar + — AB from b.c.
r
ug(R1) = Q1 Ry = Yug(R1) = W Ry (6.70)
ug(Rz) = Q2R up(R2) = Qo Ry
Il campo di moto tra due cilindri coassiali rotanti &
QoR2 — O R? 0 — O R2R2 1
ug(r) = 2 m Sy () | (6.71)

BR-Rr? BR-R r°

p) La soluzione esatta di Taylor-Couette ¢ facile da ricavare, se si ricorda che ¢ la
somma di una rotazione rigida e un vortice irrotazionale: imponendo la forma
ug(r) = Ar + B/r e le condizioni al contorno,

UQ(Rl) = QlRl y U@(RQ) = QQRQ (672)
si ottiene la formula voluta.

e Calcolo delle velocita angolari dei cilindri. Nota la forma del campo di moto e
le velocita in due punti a diversi raggi, € possibile calcolare 1, 25 risolvendo un
sistema lineare di due equazioni nelle due incognite. Note le misure di velocita
ug,1/4 = ug(T1/4), Ug3/4 = Ua(T3/4), il sistema risolvente diventa:

LR WE R RE
RZ-RZ"1/4™ RZ_R27y )4 RI-R2VAT RZRZria | || _ |ug1/a (6.73)
R? R3R? R2 R2R32 :

— 1 g, 4 22 1 2 o, — it 1 Qo Ug 3/4
RI-RZ'3/4 T RI“RZr3, RI-RZ'3/4 ™ RI-RZr34

e Calcolo della pressione. Una volta noto il campo di moto, € possibile calcolare il
campo di pressione dalla componente radiale dell’equazione della quantita di moto,

2
Plr)=p20 | con P(Ro) =Py
T
By gp Ry 1 9 (6.74)
/ —dr = p— (Ar—i—) dr
o dr P r

Da questa si ricava

1 Ry 1 11
P(r)=P,—p {2A2(R3 — )+ 2ABm72 — 5B? <R2 — Tgﬂ : (6.75)
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Esercizio 6 .7 — Corrente di Taylor-Couette: coppia

sui cilindri. Si consideri la corrente piana di un fluido

di densita p fra due cilindri coassiali di raggio R; Ry

e Ry. 1l cilindro esterno e fermo, mentre quello

interno € messo in rotazione da un motore con curva

caratteristica Cgisp(2) = a — €. Si determini il

punto di equilibrio del sistema (2 costante). Q=0

(...) -

Soluzione

Concetti. Soluzione esatte delle equazioni di Navier-Stokes in geometria cilindrica.
Corrente di Taylor-Couette.

Ouy uj 9 up 2 Oug Op
pa +p<u’vur_T> _,U<V ur_7“2_7’28(9>+87‘fT
Oug Ugtr 2 o, 2 aur) Lop _
p({)&t—i_p(u'vue—k , )8M<Vue T72+r72% +;%—f€ (676)
U, _ 9 £ _ .
Py TP Vu:—pViu, + o~ = f;
10 10up  Ou,
ror "t e e =0
con
a'Vb:ar@‘i‘%@‘i‘az@
or r 06 0z (6.77)
V2f_1a<raf)_|_182f+82f ‘
Crdr \U or r2 002 = 022
Espressione vettoriale del contributo viscoso del vettore sforzo,
Shn=S-1n=
= u[Vu + V7] -7 = (6.78)

=p2(n-V)u+n x V x u]

Svolgimento. Viene risolto il problema piano, nel quale i campi di velocita e di
pressione hanno la forma

~

u(r) = u.(r,0)# +ug(r,0)0 , P(r)=P(r,0), (6.79)

e le azioni integrali (come la coppia fornita e quella incognita) sono intese per unita di
lunghezza, essendo la “dimensione mancante” quella fuori dal piano del disegno.

e (Calcolo delle velocita angolari dei cilindri. Nota la forma del campo di moto e le
velocita in due punti a diversi raggi, & possibile calcolare €21, )5 risolvendo un sistema
lineare di due equazioni nelle due incognite. Il campo di moto tra due cilindri coassiali
rotanti é:

B R - MR (91— Q)RIR31

v = At = T Y

(6.80)
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Se il cilindro esterno e fermo e la velocita angolare del cilindro interno vale 21 = €, i
coefficienti A e B valgono
R? RIR3
_ 2 Q>

1
A=-frp0<0 . B=gin

6.81
B- (6:581)

r) La soluzione esatta di Taylor-Couette ¢ facile da ricavare, se si ricorda che ¢ la
somma di una rotazione rigida e un vortice irrotazionale: imponendo la forma
ug(r) = Ar + B/r e le condizioni al contorno,

UQ(Rl) = Q1R1 y UQ(RQ) = QQRQ (682)
si ottiene la formula voluta.

e Calcolo dello sforzo tangenziale a parete per determinare il puto di equilibrio del
sistema. Si determina la componente tangenziale (quella che contribuisce alla coppia
resistente) dello sforzo sul cilindro interno. Il contributo viscoso del vettore sforzo
puo essere scritto come:

Shn=S-n=
= pu[Vu+ V] -7 =
=p2(n-V)u+n x V xu] = (verificare con le tabelle)
Ooug 10 N
— [Tt (ug = Ar + B/r)
B 4

) La formula dello sforzo tangenziale a parete per la corrente di Taylor-Couette
&1 =p G - %],
La parte tangenziale dello sforzo a parete sul cilindro interno & quindi 7, = 2uB/R2.
Integrando il prodotto tra vettore sforzo e raggio R; sulla superficie laterale del
cilindro si ottiene la coppia resistente,

2

Cres(Q) :/0 OTw(Rl)R1R1d9:
B 6.84)
B( 2 (
= amna (Rt =t 260 =m0 < o0

All’equilibrio, la somma della coppia disponibile e di quella resistente deve essere
uguale a zero,

0= Clisp(Q) + Cres(Q) = a — B — Q| (6.85)

(e}
B+~

e quindi €} =
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Esercizio 6.8 — Recipiente rotante. Un con-
tenitore cilindrico (raggio R, altezza H) &
riempito fino ad una quota hy = H/2 di un

liquido di densita p. Il contenitore ¢ messo R 0=
poi in rotazione con velocita angolare co- —
stante 2. Una volta esaurito il transitorio, —
viene chiesto di trovare: H —
e la forma che assume il liquido &)
all’interno del contenitore; hl(
° %a'v.elocita Qmam alla qual'e il liquido ___>
inizia a uscire dal contenitore;

e il campo di pressione quando il corpo
ruota con velocita angolare €,4:-

Soluzione
Concetti. Soluzione esatte delle equazioni di Navier-Stokes. Fluido in rotazione rigida,
con superficie superiore libera.
Svolgimento.
e Si usano le equazioni di NS in coordinate cilindriche. Seguendo un procedimento
analogo a quello svolto per ottenere la soluzione esatta di Taylor-Couette, ma senza
trascurare 'effetto della gravita, si ottiene la seguente coppia di equazioni

oP
9. ="
5b  ul (6.86)
o =
T r

Il campo di moto descrive una rotazione rigida, poiche il termine 1/r della soluzione
di Taylor-Couette non ¢ ammissibile (I’asse appartiene al dominio, non ha senso una
velocita che tende all’infinito). La costante di proporzionalita tra ug ed r ¢ la velocita
angolare ) per soddisfare le condizioni al controno a parete, ug(R) = QR.

ug(r) = Qr (6.87)

Dall’integrazione delle due equazioni (6.86) si ottiene il campo di pressione P(r, z), a
meno di una costante di integrazione C'

27"2
+C (6.88)

P(r,z) = —pgz+p

La condizione al contorno necessaria & P (7, 2free (1)) = P,; sulla superficie libera, la
cui quota ¢ descritta dalla funzione z..(r) (ancora incognita), agisce la pressione
ambiente P,

Q2T2
P(T‘, Zfree(r)) = —pPgZfree + P? +C=PF, (6.89)
\
02 P, —C
Zfree(r) = - (6.90)

29 Pg
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Per determinare la costante C' bisogna ricorrere alla conservazione della massa. La
massa contenuta all’interno del recipiente non varia (fino a quando il liquido non esce).
Se si considera densita costante p, bisogna scrivere la conservazione del volume tra
istante iniziale Vo = TR?H/2 e condizione a regime V. Il volume V viene calcolato
tramite un’integrale di volume, comodo da descrivere in coordinate cilindriche:

Z=Zfree (T
/ / rdrdzdf =
r= 0 z=

= 277/ zyree(r)rdr =
r=0
5 /’V‘R QQTS Pa e 4
=27 — rdr =
r=0 29 pg (6.91)
2 p4 _
8¢ 2pg
O’R* (P, -
[t (-0
4g Py

Uguagliando Vy e V si ottiene

. 2 4
(Pa-O)R QO°R +R2§
Py 4g 2

(6.92)

termine che puo essere sotituito in (6.90)

022 Q2R? H
i 32 (6.93)

Zfree (’l“) =

La superficie libera ha la forma di un parabolide. La concavita del paraboloide ¢
diretta verso l'alto e aumenta all’aumentare di || (il risultato ¢ indipendente dal

verso di rotazione, e quindi dal segno di 2, poiché compare con potenze pari). La
O2R?

quota del vertice z, = — 4+ — invece diminuisce.

4q 2
e Per determinare la 4., bisogna imporre la condizione zfe.(r = R) = H.
(R) = Loael ol g 200 (6.94)
Zfree = 4g 5 = mazx — R2 .

e Per ottenere il campo di pressione, basta inserire il il valore di C' e €24, nella formula

(6.88).
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07. similitudine






7.1

7.2

(7. Similitudine

Teorema di Buckingham

Il teorema di Buckingham afferma che un problema descritto da n variabili fisiche, le cui
dimensioni fisiche coinvolgono k grandezze fondamentali, pud essere espresso in funzione di
n — k gruppi adimensionali.

Equazioni di Navier—Stokes incomprimibili in forma adimensionale

Nelle equazioni incomprimibili di Navier—Stokes per un fluido a densita costante

Pat
V-u=0,

ou
{ +p(u-V)u— pAu+ Vp = pg (7.1)

compaiono 7 variabili fisiche (p,w,u,p,g;r,t), le 2 variabili indipendenti spaziale r e
temporale t, e le 5 variabili dipendenti rappresentate dalla densita p, dal campo di velocita
u, dal coefficiente di viscosita dinamica u, dal campo di pressione p e dal campo di forze di
volume g. Le dimensioni fisiche delle 7 variabili possono essere costruite con 3 grandezze
fondamentali, la massa M, la lunghezza L e il tempo T'. Ad esempio, le dimensioni fisiche
della velocita sono [u] = L T~! e quelle della densita sono [p] = M L~3. Le dimensioni
delle 7 variabili fisiche che compaiono nelle equazioni di Navier—Stokes incomprimibili
sono raccolte nella tabella 7.1. Per poter formare i 7 — 3 = 4 gruppi adimensionali che

p u p p g
1 0 1 1 0
3 1 -1 -1 1
0 -1 -1 -2 -2

S = O[S
— o o | =+

M
L
T

Tabella 7.1: Variabili fisiche e grandezze fondamentali.
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caratterizzano il problema, é necessario scegliere 3 variabili fisiche (o combinazione di queste)
che “contengano in maniera linearmente indipendente” tutte le 3 grandezze fondamentali
del problema. Facendo riferimento alla tabella 7.1, le colonne relative alle variabili scelte
per 'adimensionalizzazione devono formare dei vettori linearmente indipendenti tra di
loro. Ad esempio, due scelte valide delle variabili da usare per 'adimensionalizzazione del
problema sono:

e (p,U, L), una densita, una velocita e una lunghezza di riferimento,

e (u,U, L), una viscosita, una velocita e una lunghezza di riferimento,
mentre una scelta non accettabile ¢ una terna (7, U, L) formata da un tempo, una velocita
e una lunghezza di riferimento, poiché non & possibile costruire dei gruppi adimensionali
con le variabili fisiche che contengono la massa come grandezza fisica, come la densita, la
presssione e il coefficiente di viscosita.
Tutte le variabili fisiche vengono espresse come il prodotto di una loro grandezza di
riferimento, che contiene le dimensioni fisiche e viene indicata con la tilde, e la loro versione
adimensionale, indicata con l’asterisco,

r=Lr* |, t=Tt" , wu=Uu"
~ % ~ % ~ % ~ %

p=pp , H=KLpw , p=Dpp , g=9gg

(7.2)

Per le equazioni di Navier—Stokes incomptimibili a proprieta costanti, ¢ possibile scegliere
il valore di riferimento della densita e della viscosita dinamica come il valore stesso delle
variabili fisiche, p = p, fi = p. In questo modo, il loro valore adimensionale ¢ uguale a 1,
p* = u* = 1. Nel caso del campo di forze di volume dovuto alla gravita, costante e diretto
lungo la verticale, & possibile definire il valore di riferimento g = |g|, cosicché il vettore g*
& uguale e contrario al versore £ orientato in direzione verticale. Anche 'operatore nabla
viene adimensionalizzato, V = %V*. Le equazioni di Navier—Stokes possono essere scritte
come

pU ou*  pU? 1y P R

[l 2 (ut - Vet — ARt Ivept = —

Ut e (w Ju AU PgZz (7.3)
—V*ur=0.

I

Adimensionalizzazione “ad alti numeri di Reynolds”

Se si scelgono (p, U L) come grandezze di riferimento, dividendo I’equazione della quantita
di moto per pU?/L e il vincolo di incomprimibilita per U /L,

L du* 7 gL

— * . V* * _ . A* 7V* * = 7 o3

Gror T W VI — mp AT 2 (7.4)
V*-u*=0,

si possono riconoscere 4 numeri adimensionali:
e il numero di Strouhal, St = UL{, che rappresenta il rapporto tra una scala dei tempi e

la scala dei tempi L / U costruita con la lunghezza e la velocita di riferimento;
pUL

e il numero di Reynolds, Re =
e quelli viscosi;

, che rappresenta il rapporto tra gli effetti di inerzia

e il numero di Eulero, Fu = U2’ che rappresenta il rapporto tra la grandezza di
riferimento della pressione e quella di un energia cinetica del fluido;
e il numero di Froude, F'r = L, che rappresenta il rapporto tra gli effetti di inerzia e

quelli dovuti al campo di forze di volume.
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Quando non esiste una scala dei tempi “indipendente” dal fenomeno fluidodinamico, e
possibile scegliere il valore di riferimento del tempo ¢ = L / U, in modo tale da ottenere
un numero di Strouhal unitario. Per la natura stessa della “pressione” di moltiplicatore
di Lagrange introdotto nelle equazioni di Navier—Stokes per imporre il vincolo di incom-
primibilita, e frequente che la pressione non abbia una scala indipendente nel regime
incomprimibile. E possibile quindi scegliere una scala di pressione = pU?, in modo tale
da ottenere un numero di Eulero unitario,

ou* 1 1

* . * * _ 7A* * * %k — _7"
g T VU AT VI = (7.5)
V¥ u*=0.

Se le grandezze di riferimento sono rappresentative del problema, in modo tale da rendere
gli ordini di grandezza delle variabili adimensionali paragonabili tra loro, il valore dei
numeri adimensionali permette di valutare I'influenza dei termini. Ad esempio, per valori
elevati del numero di Froude I'influenza delle forze di volume & ridotta. Per valori elevati
del numero di Reynolds, I'influenza degli effetti viscosi diventa trascurabile nelle regioni
del campo di moto nelle quali le derivate spaziali del campo di velocita sono piccole. Per
applicazionii tipiche aeronautiche ad alti numeri di Reynolds, gli effetti viscosi saranno
quindi trascurabili in gran parte del dominio, ad eccezione delle regioni di strato limite,
all’interno delle quali la componente della velocita “parallela” alla parete ha una variazione
elevata in direzione perpendicolare alla parete stessa. Se gli effetti delle forze di volume
sono trascurabili (F'r — 00), le equazioni di Navier—Stokes incomprimibili per problemi
ad alti numeri di Reynolds (Re — o) si riducono alle equazioni di Eulero incomprimibili
nelle regioni del dominio in cui gli effetti viscosi sono trascurabili,

aa'ltl’* + (U* . V*),u* 4 V*p* -0

V- u*=0.

(7.6)

Adimensionalizzazione “a bassi numeri di Reynolds”

Se si scelgono (p, U, L) come grandezze di riferimento, dividendo I’equazione della quantita
di moto per iU /L? e il vincolo di incomprimibilita per U /L, le equazioni di Navier-Stokes
diventano

pL? ou*  pUL pgL? .

= + -VHu* — A* + V* =
ut ot* I (u”- Vi)u! u’ ulU wlU z (7.7)
V- u*=0.

Se gli effetti delle forze di volume sono trascurabili rispetto agli effetti viscosi e non ci
sono scale indipendenti di tempo e pressione, le equazioni di Navier—Stokes in forma
adimensionale diventano

ou*

*‘ * *_A* * * *:
5 + Re(u* - V¥)u u*+Vp* =0 (7.8)
V*u*=0.

Per correnti nelle quali il numero di Reynolds caratteristico tende a zero, note come creeping
flow, il termine non lineare diventa trascurabile e le equazioni di Navier—Stokes si riducono
alle equazioni di Stokes,

ou*
ot WV

V*u" =0.

(7.9)
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7.3 Equazioni di Navier-Stokes e numero di Mach

7.4 Equazioni di Boussinesq e numeri di Prandtl, Nusselt e Grashof
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Esercizio 7.1 — Similitudine ad alta velocita: missile. Un missile vola alla quota di 7000 m,
dove la densita dell’aria & p = 0.59 kg/m? e la sua temperatura ¢ T = —30.45°C, alla
velocita costante V,, = 505 km/h.

Determinare:

e il fattore di scala geometrico A = L,, /L,

e la velocita dell’aria Vi,
necessari per riprodurre correttamente i coefficienti aerodinamici del missile in una
galleria del vento che operi a condizioni atmosferiche standard (p = 1.225 kg/m?,
p = 101325 Pa, T = 15°C).

(Vi = 152.8 m/s, A = 0.507) m

Soluzione
Concetti. Similitudine fluidodinamica. Numero di Reynolds. Numero di Mach.
Formula di Sutherland.

Re=UL U (7.10)
" c
T\ C+ 1Ty
T) = — A1
W0 = (1) Grr (7.11)

Svolgimento. Il problema dell’esercizio ¢ caratterizzato da due numeri adimensionali,
il numero di Reynolds Re e il numero di Mach M. Per ottenere la similitudine tra problema
reale e quello modellato (di dimensioni ridotte) & necessaria la similitudine geometrica
e I'uguaglianza dei due numeri adimensionali. Se si fa 'ipotesi di gas ideale perfetto,
la velocita del suono puo essere scritta in funzione della sola variabile termodinamica
temperatura ¢ = \/yRT’, con « rapporto dei calori specifici a pressione e volume costanti,
R costante universale del gas (R = %Z/Mp,).

My = M-
: 2 (7.12)
Re; = Rey
cioe
Vo . Vm
RT, RTp,
;/v’yv v ggmem (713)
Risolvendo il sistema per le incognite:
Vi =V /22
i’{A_Lm_pv T 1(Tm) (7.14)
L’U Pm Tm H‘(Tv)

Per trovare i valori di viscosita dinamica si usa la formula di Sutherland: per ’aria i
coefficienti sono Ty = 288K, C' = 110.4K. Si ottengono i valori numerici V,,, = 152.8m/s,
A = 0.507.
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Osservazioni. Non & sempre possibile imporre 'uguaglianza di Re e M. Si pensi ad
esempio a un’applicazione in aria in condizioni standard e prove sul modello in galleria
ad aria in condizioni standard. Per ottenere 1'uguaglianza dei numeri di Mach, bisogna
avere la stessa velocita caratteristica (poiche la celerita del suono ¢ la stessa tra condizione
reale e modello). Avendo uguagliato le velocita caratteristiche ed essendo uguali le variabili
termodinamiche p e u, si ottiene I'uguaglianza della dimensione caratteristica del modello.
Questo significa avere un modello a dimensioni originali. Per limiti tecnologici, dovuti alle
dimensioni degli apparati sperimentali, spesso & necessario utilizzare un modello in scala
dell’originale.

Per quale numero adimensionale conviene ottenere la similitudine? Arte, esperienza e
cucina sperimentale.
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Esercizio 7 .2 — Similitudine ad alta velocita: velivolo. Un aeromobile vola nell’alta
atmosfera a velocita costante V,, = 252 m/s, in condizioni di densita p, e temperatura
T, assegnate: p, = 0.424 kg/m3, T,, = —50.3°C.

Determinare la velocita, la densita e la pressione dell’aria da utilizzarsi in una galleria
del vento pressurizzata che operi alla temperatura di 15°C per ottenere la similitudine
dinamica corretta con un modello in scala ridotta A = 0.2.

(Vin = 286.6 m/s, pm = 2.292 kg/m3, py, = 189560 Pa) n

Soluzione
Concetti. Similitudine fluidodinamica. Numero di Reynolds. Numero di Mach.
Formula di Sutherland.

Re=PYL U (7.15)
W c
T\'? C+1T,
T) = —_ 7.16
w(T) “O(TO) CET (7.16)

Svolgimento. Il problema dell’esercizio & caratterizzato da due numeri adimensionali,
il numero di Reynolds Re e il numero di Mach M. Per ottenere la similitudine tra problema
reale e quello modellato (di dimensioni ridotte) & necessaria la similitudine geometrica
e I'uguaglianza dei due numeri adimensionali. Se si fa 'ipotesi di gas ideale perfetto,
la velocita del suono puo essere scritta in funzione della sola variabile termodinamica
temperatura ¢ = \/yRT, con ~ rapporto dei calori specifici a pressione e volume costanti,
R costante universale del gas (R = Z/My,).

M, = M
Po (7.17)
R61:R62
cioe
Vo Vi
SLL oVt (7.18)
M(Tv) - M(Tm)

Risolvendo il sistema per le incognite:

Vin = Voo /2
1 Ty #(Tm
= { pm = 1py /ﬁﬁ;(m)) (7.19)
Py = ppRT = 12000 o, RVT, T,

Per trovare i valori di viscosita dinamica si usa la formula di Sutherland: per ’aria i
coefficienti sono Ty = 288K, C = 110.4K.
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Esercizio 7.3 — Similitudine a bassa velocita: sottomarino. La velocita di pattugliamento
di un sottomarino vale V,, = 2.5 m/s. Considerando che il sottomarino si muova in
acqua in condizioni standard, a quale velocita deve essere provato un modello in scala
A = 1/10, avendo a disposizione rispettivamente:

e una galleria ad acqua in condizioni standard,

e una galleria ad aria a pressione di 10 bar e temperatura di 30°C'?

Se la resistenza al vero vale D, = 6000 IV, quanto vale la resistenza sui modelli in
scala nei due casi?

(Galleria ad aria: V,,, = 35.17 m/s, D,, = 136.1 N. Galleria ad acqua: V,,, = 25 m/s,
D,, = 6000 N.) m

Soluzione
Concetti. Similitudine fluidodinamica. Numero di Reynolds. Formula di Sutherland.

pUL
"

Re = (7.20)

L5 C+1Ty
T 21
w(T) = “O(TO) Yo (7.21)

Svolgimento. La velocita sul modello si trova tramite l'uguaglianza dei numeri di
Reynolds. Per trovare la viscosita dell’aria viene utilizzata la formula di Sutherland (per
l'aria i coefficienti sono Ty = 288K, C' = 110.4K, pp = 18.27uPas).

v UL’U m mLm ’UL’U m
Vol _ pmbs =V, =V, e fm (7.22)

Ho Hom  pmLm o

La forza agente sul corpo é:
}{ “ph ot [V + VT }{ _Pph [V*u* Vv Tu A = (P =pU? dS = L2dS")
ipUQsz{ _p*,ﬁ + —[V*u* + V*Tu*]ﬁ,

S+ Re

(7.23)

Nel caso della galleria ad acqua, le densita e le viscosita sono uguali; avendo imposto
I'uguaglianza del numero di Reynolds, U, L., = U, L,,, quindi la forza agente sul modello
¢ uguale a quella agente sul corpo vero.

Nel caso della galleria ad aria, la forza agente sul modello si ricava come:

= pUR L2 §e. ... N
{ @ Pl 2’”5’% ~ F,=F" U;”AQ (7.24)
F, =pU"L fs* pU23
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Esercizio 7.4 — Getto: codice numerico adimensionale. Si vuole studiare con la corrente
di aria che esce da un ugello verticale di diametro D = 0.01 m, nell’intervallo di velocita
di riferimento U € [1,10] m/s. Si ha a disposizione un codice numerico che risolve le
equazioni in forma adimensionale, in cui non € possibile variare le condizioni al contorno,
e una sola griglia di calcolo. Si chiede di:

e determinare 'intervallo di numeri di Reynolds Re da inserire nel codice, sapendo
che la velocita di riferimento nel codice ¢ U = 1 e il diametro nella griglia vale
D=1.

e la frequenza f di rilascio di vortici quando U =1 m /s, sapendo che la frequenza
estratta dai risultati numerici ¢ f = 0.2;

e stimare l’errore compiuto dal codice nel trascurare l'effetto della gravita.

Soluzione
Concetti. Similitudine fluidodinamica. Numeri di Reynolds e Froude. Ordini di
grandezza dei termini.

pUL U
Re = —— ) Fr=— 7.25
H VgL ( )
Svolgimento.

e Affinche le simulazioni numeriche siano rappresentative della corrente incomprimibile
che si vuole studiare, € necessario che ci sia similitudine fluidodinamica tra i due casi:
bisogna imporre I'uguaglianza dei numeri di Reynolds

_UD _ (1+10)m/s x 102m

R ~
¢ 7 10=°m?/s

=10% = 10* (7.26)

e Se la frequenza adimensionale ottenuta dalla simulazione numerica ¢ f = 0.2, la
frequenza dimensionale viene ottenuta dall’ugualglianza dei numeri di Strouhal,
cioe“dimensionalizzando” f con le grandezze di riferimento usate per 'adimensiona-
lizzazione (U,L,p).

1m/s
10—2m

fD _fD

= 205! 7.27
U 0 § (7.27)

- U
=f==02x

F=15

e Per quantificare effetto della gravita, si calcola il valore del numero di Froude.
Nelle equazioni di Navier-Stokes adimensionali, compare il numero adimensionale
gD/U? = 1/Fr? davanti ai termini di forze di volume. Piti questo numero & “piccolo”,
piu gli effetti delle forze di volume sono ridotti.

(7.28)

U=1m/s 1/Fr? ~ 1071
U=10m/s : 1/Fr?~1073
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Esercizio 7 .5 — Gradiente di pressione in
tubi cilindrici. Si deve progettare un con-
dotto che trasporti un fluido con densita p;
e viscosita p1, di diametro d; e lunghezza
Lq. Si suppone che la rugosita della su-
perficie interna del condotto possa essere
descritta interamente dall’altezza media €1 AP
delle asperita. Il condotto deve garantire
una portata massica ()1. Viene realizzato
un modello in scala A = da/d; del condotto
di lunghezza Lo, nel quale viene fatto scor-
rere lo stesso fluido alle stesse condizioni
termodinamiche. Si chiede di determinare:

e la finitura superficiale della superficie
interna del modello, in termini di di-
mensione caratteristica della rugosita
€2;

e la velocita media di prova Us;

e la differenza di pressione da im-
porre alle estremita del condotto
al vero, conoscendo che la differen-
za di pressione AP, misurata in
laboratorio.

Si supponga il fluido incomprimibile. =

Soluzione

Concetti. Teorema di Buckingham. Similitudine fluidodinamica.

Svolgimento. Il problema & caratterizzato dal fluido utilizzato, dalla geometria del
condotto e dal gradiente di pressione necessario a garantire la portata desiderata. Si puo
scrivere in maniera implicita

f (iian Py iy d, 6) =0 (729)

AP
avendo scelto come grandezza fisica caratteristica del problema il gradiente di pressione Ar

e non il salto di pressione e la lunghezza del tubo prese indipendentemente. Il teorema gi
Buckingham garantisce che il problema puo essere caratterizzato da 3 numeri adimensionali
(6 grandezze fisiche - 3 grandezze fondamentali (M,L,T)). Se si scelgono p, U, d come
grandezze di riferimento, si possono costruire i tre numeri adimensionali come

AP d I € ,

= PiE o T Ud /Re M=o = (7.30)
Il problema puo essere quindi scritto in forma implicita come:

9(fp, Re, ) = 0. (7.31)
Esplicitando fp:

AP pU?
o / 2L PY /
fD = h(Re, € ) Az d D(Re, € ) (732)

Affinche sia verificata la similitudine fluidodinamica, ci deve essere I'uguaglianza dei numeri
di Reynolds Re e delle rugosita adimensionalizzate € .



7.4 Equazioni di Boussinesq e numeri di Prandtl, Nusselt e Grashof 129

e Dall’'uguaglianza delle rugosita adimensionalizzate

d
€= =€ = = eld—2 = Aey. (7.33)
1
Per il modello e quindi necessaria una lavorazione che garantisca una finitura
superficiale migliore rispetto al condotto al vero (A < 1).

e La velocita media al vero Uy viene ricavata grazie alla richiesta dellaportata desiderata.

Q
Uy = —— 7.34
pidi (7:34)
Per ottenere la similitudine fluidodinamica si impone 1'uguaglianza dei numeri di
Reynolds
_ . _opidive o dy
Rey = Rey =:Re = Uy=U; =U;— (7.35)
padavy da

poiche la densita e la viscosita del fluido “di prova” sono le stesse di quelle del fluido
“al vero”.

e [l rapporto tra la differenza di pressione AP, misurata sul condotto modello e la
lunghezza del condotto modello Ly permette di stimare il gradiente di pressione

AP AP
- =222 Sfruttando ancora una volta la similitudine fluidodinamica
Az 12 L2
AP,  paU3
—_— = fD(R@,G/) U2 do L
Lo da — AP, = Ap,PZL 21 7.36
AP, pUR , ' 2p2U3 di Lo (7.36)
— = fp(Re,€)
Ly dq

Dall'uguaglianza delle densita p;/p2 = 1; dall’'uguaglianza dei numeri di Reynolds (e
delle densita e viscosita) UZ/UZ = d3/d3. La formula puo quindi essere semplificata

3

AH:A&%E:A&ﬁg (7.37)
Diagramma di Moody.

Il diagramma di Moody riporta il coefficiente fp in funzione del numero di Re e della
rugosita del tubo. Si possono individuare due regimi estremi del problema. Per “basse
velocita” (o meglio, bassi numeri di Reynolds), si puo intuire che gli effetti della viscosita
prevalgano sugli effetti inerziali; inoltre, gli effetti della rugosita sono minimi. Si puo quindi
pensare che il problema sia indipendente dalla densita del fluido e dalla rugosita del tubo e

descrivibile in forma implicita come

Si puo descrivere il problema solo con un numero adimensionale. Scegliendo u, U, d come
grandezze di riferimento, si puo scrivere

_are
L= Ay pwU

I1 problema puo essere scritto in forma implicita gz (m,,) = 0. Poiche la funzione gy,
dipende solo dal coefficiente y 1, il coefficiente 7 1 deve essere costante. Il gradiente di
pressione puo essere scritto

AP pU pU?

A =T =g (740

(7.39)
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avendo usato la definizione di fp introdotta nell’equazione (7.30). E quindi possibile stimare
I’andamento del coefficiente fp, per bassi numeri di Reynolds, invertendo 1’equazione
precedente. Si scopre che il coefficiente fp € inversamente proporzionale al numero di
Reynolds.

fo =Tt =T = (7.41)
. Per bassi numeri di Reynolds, il parametro fp in funzione di Re mostra un andamento
lineare in un diagramma con assi logaritmici, a conferma della correttezza della stima
appena svolta.

Si puo ragionare in maniera analoga per il regime di moto estremo opposto, dove gli
effetti della viscosita sono trascurabili. Si scopre che il coefficiente fp € funzione solo della
rugosita adimensionale €, mentre non dipende dal numero di Reynolds. Per alti numeri
di Reynolds, il parametro fp € descritto da curve che tendono a un valore costante, che

dipende dal valore della rugosita adimensionale €.
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Figure 7.13 Moody diagram. (From L. F. Moody, Trans. ASME, Vol. 66, 1944.)
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Esercizio 7.6 — Profilo oscillante. L’obiet-
tivo di una prova in galleria & lo studio del
campo di moto attorno a una pala di elicot-
tero, in particolare attorno alla sezione che
si trova a meta della lunghezza della pala,
R, = 6.85 m. Il rotore dell’elicottero ruota
con una velocita angolare €2, tale da avere

una velocita Uy, = 200 m/s (per evitare Q
il regime supersonico). La corda della pala

nella sezione analizzata € ¢, = 0.30 m. 1l Q
modello di galleria a circuito aperto & costi-

tuito da una superficie alare, incernierata /

su un asse perpendicolare alla direzione del
vento di galleria, in corrispondenza dell’as-
se “di comando del passo”. Sapendo che
la massima velocita raggiungibile nell’im-

pianto utilizzato & U, = 50 m/s, si chiede
di determinare: Q(t) =0y cos(wmt)
e la corda del modello ¢,,, per ottenere

la similitudine in Re e di commentare

gli effetti di comprimibilita;

e la frequenza di oscillazione wy, da im-
porre al profilo per simulare il cam- Cm
bio di incidenza dovuti ai comandi
di passo collettivo e ciclico;

e una stima della potenza dell’impian-
to necessaria a svolgere la prova, co-
noscendo le dimensioni della came-
ra di prova rettangolare, b = 1.5 m,
h= 1.0m.

Soluzione

Concetti. Similitudine fluidodinamica. Comando elicottero. Stima potenza galleria

del vento.

Svolgimento.

e Per ottenere la similitudine in Re, € necessario uguagliare i numeri di Reynolds
ottenuti con le grandezze dimensionali caratteristiche del problema. La lunghezza di
riferimento e la corda. La velocita di riferimento ¢ la velocita che investe il profilo
della pala considerato; nella prova di galleria ¢ la velocita di galleria U,,, nella
realta e la velocita relativa dovuta alla rotazione della pala (alla quale deve essere

sovrapposto il moto dell’elicottero, in caso di avanzamento, qui ipotizzato nullo):
Uy =Q R,/2 = Uyp/2. 1l fluido & sempre aria.

Uyc Unc Uti
%: n;/m = cm:cv2;}i:().60m (7.42)

In questo esempio, per avere similitudine in Re serve un modello con una corda
maggiore della corda reale.
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Gli effetti di comprimibilita possono essere valutati calcolando il numero di Mach. 11
numero di Mach per la sezione di pala considerata nella realta ¢ M, ~ 100/340 =~ 0.3,
limite convenzionale per potere trascurare gli effetti di comprimibilita. Per la prova
in galleria M, ~ 0.15.

Il comando di passo ciclico ¢ periodico e armonico con frequenza €, = Uy, /R, =
29.19 s~!. Per essere in similitudine con la realtd ¢ necessario avere uguaglianza dei
numeri di Strouhal (o frequenze ridotte, indicate da strutturisti e aeroelastici con k).

Qc,  wmem cy Un Un\?
= m = Qi == Q e .4
Uy Unm - cm Uy ( U, > (7 3)

In un impianto a galleria aperta si puo ricavare la formula per la stima della potenza
necessaria da un bilancio integrale di energia cinetica

P %pU‘gA : (7.44)
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Per correnti irrotazionali (w = 0) in un dominio semplicemente connesso (u = V¢) di fluidi
incomprimibili (V - u = 0), il potenziale cinetico soddisfa ’equazione di Laplace A¢ = 0.
Infatti, inserendo nel vincolo di incomprimibilita la relazione che lega il potenziale cinetico
alla velocita si ottiene

0=V -u=V- (Vo) =V2i=Ap. (8.1)

Come nel caso della seconda e della terza forma del teorema di Bernoulli per fluidi viscosi,
vedi introduzione al capitolo §5, I'ipotesi di fluido non viscoso non e direttamente necessaria
per ottenere '’equazione di Laplace per il potenziale. L’ipotesi di fluido non viscoso rientra
pero nel requisito che la corrente sia irrotazionale. L’equazione della vorticita per fluido
incomprimibile e

ow

5t (u-Vw=(w-V)u+riw, (8.2)

che per un fluido non viscoso, si riduce a

%.: +(u-Viw=(w-V)u , %L: = (w-V)u, (8.3)
dove e stata messa in evidenza la derivata materiale della vorticita, che rappresenta la
variazione della vorticita di una particella fluida, che si muove con la velocita del fluido. Se
si considera un problema in cui un corpo aerodinamico & investito da una corrente che &
uniforme all’infinito a monte, la vorticita all’infinito a monte € nulla: si puo dimostrare
facilmente allora che Dw/Dt = 0, e quindi la vorticita si mantiene costante e nulla, sulle
linee di corrente che partono dall’infinito a monte'. Per correnti ad alto numero di Reynolds
attorno a corpi affusolati, nelle quali non si verificano separazioni, gli effetti viscosi e la

'E immediato convincersi del fatto, utilizzando la descrizione lagrangiana (??) della vorticita per un
fluido non viscoso.
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vorticita sono confinati in strati limite “sottili” attorno ai corpi solidi e in scie “sottili” che
si staccano da essi.

E quindi possibile descrivere una corrente di un fluido incomprimibile ad alto numero
di Reynolds, all’esterno di queste sottili regioni vorticose, con un modello di fluido non
viscoso. Partendo dalle equazioni di Navier—Stokes che governano la dinamica di un fluido
viscoso, per le quali vale la condizione al contorno di adesione a parete (u = b), si arriva
a un modello che permette di calcolare il campo di velocita dal potenziale cinetico, che
soddisfa ’equazione di Laplace A¢ = 0 nel dominio e la condizione al contorno di non
penetrazione (u -7 = b - n) in corrispondenza delle pareti solide, e in seguito di calcolare
la pressione utilizzando il teorema di Bernoulli.

op  |Vo|?
%’Jr(u-V)u—uAquVP:g (;er' ;)‘ +P+x=C()
V- u=0 ———(A¢=0
v=0,w=0 o

u‘ =b + altre b.c =b-n + altre

(8.4)

wall

u=Vo %7u.n|wall

Il problema di Laplace ¢ lineare ed € quindi valido il principio di sovrapposizione di cause
ed effetti, se la geometria del dominio ¢ fissata. Questa considerazione puo sembrare
strana, ma e determinata dalla possibile presenza di scie che si distaccano dai corpi solidi e
che possono evolvere (per problemi non stazionari) all’interno del dominio. L’equazione
di Lapalce puo rappresentare anche problemi non stazionari, nonostante non compaia
esplicitamente nessuna derivata temporale nell’equazione. La dipendenza temporale puo
comparire all’interno delle condizioni al contorno e la soluzione si adatta immediatamente
ad esse. Memoria della soluzione agli istanti di tempo precendenti & contenuta all’interno
delle scie, la cui vorticita & legata al valore di circolazione attorno al corpo (e quindi di
portanza) e la cui dinamica ¢ determinata dalle equazioni di governo della vorticita.

b.c
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Esercizio 8 .7 — Potenziale cinetico e funzione di corrente. Si consideri la corrente
a potenziale piana e stazionaria descritta in un sistema di riferimento Cartesiano
(z,y) dalla funzione potenziale cinetico ¢(z,y):

o(z,y) = 5(a° — y°) + 2z — 4y.

Si richiede di:
e derivare ’espressione analitica delle componenti in e in y del campo di
velocita;
e verificare che la corrente sia incomprimibile e irrotazionale;
e derivare Iespressione analitica della funzione di corrente ¥ (x,y);
e calcolare la portata volumetrica per unita di apertura ¢ che scorre attraverso
il segmento congiungente 'origine del piano con il punto di coordinate (1,1);

(upy =10z + 2, uy = —10y — 4, Y(z,y) = 10zy + 2y + 4a + const., g = 16) m
Soluzione

Concetti. Legame tra potenziale e velocita. Funzione di corrente per problemi 2D
incomprimibili.

_ 0 _0Y
T 9r Ay
u=Vo 96 % y (8.5)
uy _= Biy = —%
Svolgimento.
e Calcolo delle componenti della velocita.
=92 — 10z + 2
{ux gg r + (8.6)
Uy =5, = —10y — 4

e Verificare che la corrente sia incomprimibile e irrotazionale.
— Irrotazionalita (V x uw = 0). Verifica tramite I'identita vettoriale V x V¢ = 0,
oppure con il calcolo diretto.

Vxu=Vx((Vgp)=0

du, 8um> oy B7

qu:Vx((10$+2):f3+(—10y—4)y):(ax 9

— Incomprimibilita (V-u = 0). Dal calcolo diretto 0%¢/0x2+9?¢/0y? = 10—10 =
0.
e La corrente e incomprimibile, quindi si puo definire la funzione di corrente. Usando
la definizione della funzione di corrente, integrando, si ottiene:

0

aw:ux = Y =10zy+2y+ f(z)

33, (8.8)
5= Uy = =10my 442+ g(y)

Y =102y + 2y + 4z + ¢ (8.9)
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e Calcolo della portata.

Q= [/un _ A(uxnx+uyny) _ [y(uxty—uytx) _ L @i’tx + gzjty) — (1,1)=1(0,0) = 16
(8.10)
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Esercizio 8.8 — Doppietta. Trovare il campo di moto generato da una doppietta.
Sovrapporre ad esso una corente uniforme con livelocita asintotica lungo x, per
trovare la corrente attorno al cilindro: stabilire il legame tra l'intensita della
doppietta, la velocita asintotica e il raggio del cilindro. ]

Soluzione

Concetti. Soluzioni elementari dell’equazione di Laplace. Sovrapposizione di soluzioni
elementari. Doppietta. Corrente attorno al cilindro.

Svolgimento. Dopo aver ricordato la definizione di doppietta, si calcolano il campo
di moto e il potenziale cinetico da essa generato. Fatto questo, si sommano gli effetti
della corrente indisturbata e si trovano le condizioni in cui esiste un raggio a (il raggio del
cilindro) per il quale si annulla la velocita normale per ogni 6 € [0, 27].

e Definizione di doppietta ed equazioni. Per d finito:

b=¢"+o =

_a ARIETS AR
= gp (m 2) YTy ($+2 Ty = (8.11)
_ o (@=d/2? 4y’
Cdr o (z+d)2)2 +y?
Facendo tendere d — 0 in modo tale che gd = p sia finito e diverso da zero, sfruttando

In(1+z) ~x per z — 0:

g (z—d/2*+y* ¢ 2xd gd

= — 1— ~N—_—_—
Ar (x+d/2)24+y? 47 " (x +d/2)? + y? 27 (22 + y?)

Quindi, il potenziale cinetico della doppietta espresso in coordinate cartesiane e
cilindriche e:

(8.12)

poox [
- _" -7 0 8.13
¢ 27 (22 + y?) o 0 ( )
Le componenti cartesiane della velocita sono:
U = 00 _ LM _ p cos?f—sin?6 _ p cos(26)
T Oz T 27 (z2+y?)2 T 27 r2 2 72 (8 14)
v=090 _ p 2wy _ p 2cosfsing _ p sin(20) :
T 0y T 2w (2+y?)? T 27 r? 2 r?
Quelle cilindriche:
uy = ucosf +vsinf = 51 [cos(260) cos O + sin(20) sin ] = £ cos 0 (8.15)
ug = —usinf + vcos = gr5[— cos(20) sin 6 + sin(260) cos 0] = -5 sin ‘
e Si svovrappone alla soluzione appena trovata, quella della corrente uniforme
U = | Us + ,u2> cos 6
2mr (8.16)

ug = | —Usx + 2:7“2) sin 0

e Si impongono le condizioni al contorno wu,(a,d) = 0,60 € [0, 27], per trovare il legame
tra il raggio del cilindro a, la velocita asintotica Uy, e 'intensita della doppietta p.

0=ur(a,0) = (Uoo + M) cosf = zﬁ = —a*Us (8.17)

2ma? T
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e Si ricostruisce infine la soluzione (alla quale & immediato sommare un eventuale
vortice nel centro del cilindro) del flusso potenziale all’esterno del cilindro:

2
Ur = Uso (1 — a2> cos 6
T
(8.18)

a2
ug = —Ux 1+r—2 sin 0
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Esercizio 8.9 — Corrente attorno al cilindro. Una corrente piana con velocita asin-
totica Usx, = 10 m/s investe un profilo circolare di raggio a = 0.1 m. Determinare
il valore di circolazione I' affinché nel punto sulla superficie del cilindro posto a
0 = 7/3 la velocita aumenti fino al valore 2Uy in modulo.

(T = —1.68 m?/s, 23.45 m?/s) n

Soluzione

Concetti. Flusso non viscoso 2D, incomprimibile e irrotazionale attorno al cilindro.
Circolazione

Svolgimento. Una volta scritte (come si ricavano?) le componenti della velocita nel
campo di moto, si impongono le condizioni richieste dal problema per determinare il valore
di circolazione necessario.

a2

up(r,0) = Uso | 1 — —5 | cos @
r

/4 . (8.19)

ug(r,0) = —Uso (1 + 7“2> sin 0 + o

Si impongono ora le condizioni del problema. Sulla superficie del cilindro la componente
radiale € nulla (condizioni al contorno). Quindi:

, T
lu(a,0)| = |ug(a,0)| = j — Weosind + 5 — (8.20)
E quindi
.o I
2Uoo = ‘ —2UOOSIII§ + %
V3 T
£2Uo0 = ~2Woo—y- + 5 — (8.21)

=T = 2malUy (V3 + 2)

_ {—1.684 m?/s (8.22)

123,449 m?/s
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Esercizio 8 .10 — Corrente attorno al cilindro. Una corrente piana con velocita
asintotica orizzontale (parallela all’asse x) Us, = 1 viene perturbata introducendo
nell’origine del piano un vortice in modo tale da accelerare la corrente nel semipiano
superiore e rallentarla in quello inferiore per valori positivi di I'. Determinare la
circolazione necessaria ad ottenere una differenza di componente x della velocita
pari a 1 tra i due punti di coordinate (polari) R=1¢ § = £7/2. (I'= —) n

Soluzione

Concetti. Flusso non viscoso 2D, incomprimibile e irrotazionale. Circolazione.
Corrente indisturbata. Vortice. Sovrapposizione delle cause e degli effetti.

Svolgimento. Una volta scritte (come si ricavano?) le componenti della velocita nel
campo di moto, si impongono le condizioni richieste dal problema per determinare il valore
di circolazione necessario.

up(r,0) = Uso cos 6
: r (8.23)
ug(r,0) = —Ussinb + 5—
Si impongono ora le condizioni del problema. Per ; = /2 e 6 = —m /2, la componente
radiale e nulla.
R,01) = —Us + 55
ug(R, 01) +F2WR (8.24)
U@(R, 92) = Uoo + 7R

Si vuole determinare la differenza delle componenti in direzione x ug (R, 01) — uz(R, 62);
questa € uguale a —(up(R, 01) + ug(R, 62)). Quindi, per R = 1:
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Esercizio 8 .11 — Semicilindro. Risultante
delle forze. Si consideri la copertura rigida
di un campo da calcio avente sezione semi-
circolare di raggio R = 50 m rappresentata
schematicamente in figura. Sulla struttura
soffia un vento uniforme (p = 1.225 kg/m3,
P,, = 101325 Pa) in direzione orizzontale
con velocita Us, = 15km/h. Assumendo
di poter approssimare la corrente ester-
na come stazionaria, bidimensionale e a
potenziale, si richiede di determinare:
1.1) la distribuzione della pressione
esterna sulla sezione della struttura;
1.2) la risultante per unita di apertura
delle forze agenti sulla struttura, ipo-

Uoc/ P:C

tizzando che la pressione interna P;

sia pari a P.

(P(0) = P + 3pU%(1 — 4sin%0), F =
425.359 N/m) .

Soluzione
Concetti. Flusso non viscoso 2D, incomprimibile e irrotazionale attorno al cilindro.
Circolazione.

Svolgimento. Una volta scritte (come si ricavano?) le componenti della velocita
nel campo di moto, tramite il teorema di Bernoulli (nel caso incomprimibile, stazionario,
inviscido, irrotazionale,...) si calcola la pressione agente sulla superficie del cilindro.
Integrando gli sforzi di pressione (interna ed esterna al cilindro) sul contorno, si ottiene la
risultante.

e Campo di moto nel dominio esterno alla meta cilindro ((r,8) € [0, 00) x [0, 7]).

a2
up(r,0) =Us | 1 — 2 cos 6
2

(8.26)
ug(r,0) = —Uso <1 + ;L2> sin ¢

e Grazie al teorema di Bernoulli (ipotesi...) si ottiene la pressione esterna sulla superficie
della meta di cilindro. Sulla superficie del cilindro la componente radiale ¢ nulla,
quindi il modulo della velocita coincide con il valore assoluto della componente radiale.

P(6) = Poo + SpU2 — 2 pug(a, 0)? =

2 2
1 1
— P+ 5pUgo ~ 5P(2Uso sin 0)? = (8.27)

1
=Py + iprou — 4sin?6)
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e Integrale sulla superficie (interna ed esterna) degli sforzi di pressione per ottenere la

risultante. Con b si indica la normale diretta verso il centro del cilindro.

F = / bad9 =

= / (ipUgo(l — 45in” 0)(— cos O — sin Og)add =
0

Usando i risultati (integrare!!)

/ sin 0df = 2
0

/ cos 0d = 0
0

/ sin® 0dh = 4
0

/ cos Osin® 0dl = 0
0

w

si ottiene:
F— / o )badh =

1 . 9 A

= _§anoo/ (1 — 45sin®0) sin ydo =

0

1 9 161 .

= —— 2 - T4
5PV ( 3 > Y

5
F = §angogg = F =425.35yN/m

(8.28)

(8.29)

(8.30)
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Esercizio 8.12 — Metodo di Pistolesi. Il metodo di Pistolesi ¢ un primo metodo rudimen-
tale per la modellazione di profili bidimensionali nell’ambito della teoria a potenziale. Il
profilo viene approssimato con una lamina piana. L’effetto del profilo viene modellato
tramite la sovrapposizione a una corrente asintotica di un vortice posto a un quarto di
corda (corrispondente all’incirca con la posizione del centro aerodinamico - def...). Il
valore della circolazione (e quindi della portanza) viene ricavato imponendo le condizioni
al contorno in un punto di controllo sul profilo.

Assumendo sia valida I’approssimazione per piccoli angoli sin o ~ «, confrontando la
formula della portanza [ = % pU?ccr, con quella ottenuta dal teorema di Kutta-Joukowski,
ipotizzando un valore di ¢y, = 2, si trovi il punto di controllo nel quale deve essere
imposta la condizione al contorno.

Quale condizione al contorno va imposta e perche? m

Soluzione

Concetti. Metodi a pannelli. Metodo di Pistolesi. Aerodinamica potenziale.

Svolgimento. La condizione da imporre ¢ quella di tangenza: la velocita nel punto di
controllo deve essere tangente alla lamina piana.

Definita b la distanza del punto di controllo dal centro aerodinamico, si impone la
condizione al contorno in tale punto: deve essere nulla la componente normale alla lamina
della velocita ottenuta come sovrapposizione della corrente asintotica e della corrente
indotta dal vortice.

r
0=-—+4Uxsina = I' = -27bUscx (8.31)
2mh
Inserita nel teorema di Kutta-Joukowski | = —pI'U,, = pUZ2.b27a e confrontata alla
formula della portanza [ = % pU?ccr, si ottiene

b= (8.32)

c
2

Quindi nel metodo di Pistolesi, il centro aerodinamico & posizionato % di corda, mentre
il punto di controllo & posizionato a % di corda.

Osservazioni.

e E possibile simulare I'interazione tra pit profili. Con metodi a pannelli un po
piu raffinati (Hess Smith, Morino,...) & possibile simulare l'interazione tra corpi
aerodinamici di forma qualsiasi, ricordandosi che le informazioni ottenute sono
valide sotto le ipotesi dell’aerodinamica a potenziale: non devono verificarsi grandi
separazioni, la vorticita deve essere confinata in una regione sottile (numero di
Reynolds elevato).

e Quale puo essere un metodo per simulare l'effetto di una superficie piana infinita
(effetto suolo)?

)



144 Capitolo 8. Aerodinamica

Esercizio 8 .13 — Effetto suolo e interazione profili. Usare il metodo di Pistolesi per
ottenere delle informazioni qualitative sul coefficiente di portanza

e di un profilo in effetto suolo

e di due profili, in funzione della posizione reciproca

Confronto con i risultati ottenuti con il metodo di Hess Smith: effetto suolo.
Con il metodo delle immagini & possibile calcolare 'effetto che ha la presenza di una parete
orizzontale (parallela alla velocita asintotica) sul coefficiente di portanza di un profilo

NACA2412 con incidenza 6 = 2°. 1l coefficiente di portanza in “aria libera” ¢ ¢ = 0.481.

La distanza del profilo dalla parete ¢ adimensionalizzata sulla corda.

/C +CL/CLO
3 1
h/c cL DcL/cLO
0.500 0.680 0.261 2
1.000 0.536 0.112
1.500 0.508 0.054
2.000 0.498 0.033 1
2.500 0.493 0.022
3.000 0.490 0.016
3.500 0.488 0.012
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
cr/cro

Confronto con i risultati ottenuti con il metodo di Hess Smith: due profili.

Quando due profili sono investiti da una corrente, ognuno di essi influenza ’altro. Come
primo esempio vengono usati due profili NACA0012, con la stessa corda. Il secondo profilo
viene messo in scia al primo a distanza di 3 corde. La prima prova consiste nel mantenere
il secondo profilo a incidenza nulla rispetto alla velocita asintotica, aumentando I'incidenza
del primo. Il primo profilo genera una portanza inferiore a un profilo in aria libera, mentre
il secondo e deportante: il primo profilo induce una velocita verso il basso sul profilo in
coda, che quindi vede un’incidenza non nulla, ma negativa.

theta2 = 0.0\degree

2.5° 0.286 -0.045 0.297
5.0° 0.571 -0.089 0.59%4

La seconda prova consiste nel mantenere il primo profilo a incidenza nulla rispetto
alla velocita asintotica e aumentare l'incidenza del profilo in scia. Il secondo profilo ha un
coefficiente di portanza minore rispetto a quello di un profilo in aria libera; il primo profilo
& anch’esso portante: il profilo in scia induce una velocita verso 1’alto sul primo profilo che
quindi vede un’indicenza positiva.

theta2 cL.1 clL2 cL20
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2.5° 0.064 0.287 0.297
5.0° 0.128 0.573 0.59%4

La portanza risultante ¢ maggiore a quella che si otterrebbe considerando la somma della
portanza generata singolarmente dai due profili. Per esempio, per § = 2.5°:

CL1 + Cr2 > Cro1 + Cro2
0.064 + 0.287 > 0.000 4 0.297 (8.33)
0.351 > 0.297
Lo stesso effetto viene osservato con due profili piu vicini tra loro. La corda del profilo
secondario ¢ la meta di quella del profilo principale. Il profilo principale ha incidenza

01 = —0.5° rispetto alla velocita asintotica, quello secondario 65 = 12°. La presenza del
secondo profilo fa aumentare significativamente la portanza del profilo principale.

e : : : : : — ventre
: H : : : —dorso

| theta | cL | cLO
—————————— S il |
airfoil 1 | -0.5° | 1.099 | 0.184
airfoil 2 | 12.0° | 0.975 | 1.656
—————————— e T S T 1

La colonna cL contiene i coefficienti di
portanza dei profili disposti come in of
figura. La colonna cLO contiene i coef-
ficienti di portanza dei profili presi sin- ‘
golarmente, senza influenza reciproca, I -

alla stessa incidenza. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4
x/c

Come ultimo esempio si considerano due profili NACAO0012 uguali sovrapposti, con
angolo di incidenza 6 = 5.0°, separati da una distanza adimensionalizzata y/c compresa
tra 1 e 15. Il coefficiente di portanza del singolo profilo & ¢;, = 0.594.

0.6

3 054

05

—5— lower

—free

0.48
0
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Esistono alcuni esempi esotici: ekranoplano sovietico...; esempi meno esotici:...
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Condizione necessaria di incipiente separazione

Un punto di incipiente separazione viene identificato dall’anullarsi della derivata in direzione
perpendicolare a parete della componente di velocita parallela ad essa, con derivata seconda
positiva. Si consideri il problema bidimensionale su una superficie piana: viene scelto di
usare un sistema di riferimento cartesiano con ’asse x parallelo alla parete e diretto nel
verso della corrente asintotica U = Uwx, 'asse y uscente dalla parete. La componente x
dell’equazione della quantita di moto e

2 2
ou  Ou 1l8u aﬂ 8P:O (8.34)

“9r Ty " Re |0z T2 | T o

A parete i termini non lineari sono nulli poiche la velocita € nulla per la condizione di
adesione. La derivata seconda in direzione x ¢ nulla poiche a parete la velocita ¢ sempre
zero per ogni valore della coordinata x. Rimane quindi

2

or _ 10w _, (8.35)

O0r  Re0y?
Esercizio 8 .14 — Separazione su parete piana. Si assuma che il profilo di velocita
u(x,y) dello strato limite sulla superficie di un corpo sia approssimabile con la
seguente legge

l-z)y =y’
1+y 14y

dove u e la velocita adimensionalizzata rispetto alla velocita esterna, x € la coordinata
adimensionale di parete localmente rettilinea e y la coordinata adimensionale in
direzione normale alla parete stessa. Determinare la coordinata zs del punto di

separazione dello strato limite in questione. n
Soluzione

Concetti. Separazione.
Svolgimento.

ou 0 |(1—2a)y zy?

- _ 7 S| =

dy Oy 1+y1 1+y ] (8.36)

Y
=1-z +x
( %1+w2 (1+y?)?

Quando si impone la condizione di separazione g—;‘ y=0 = 0, si ottiene x; = 1.

Figura 8.1: Linee di corrente e modulo della velocita.

Se si ipotizza che il moto del fluido sia governato dalle equazioni di Navier-Stokes per
fluido incomprimibile (cosi facendo, si abbandonano le ipotesi di non viscosita del fluido
e irrotazionalita della corrente, proprie dell’Aerodinamica; in realtd questo ¢ gia stato
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Figura 8.2: Campo di velocita e modulo della velocita.

il
77 |

2 3 4 5

]
]

)
o

Figura 8.3: Andamento della componente orizzontale u(y) in diverse stazioni x.

fatto nel testo del problema, imponendo un profilo di velocita che soddisfa la condizione di
adesione a parete...) & possibile ricostruire il campo di velocita e di pressione. Utilizzando
il vincolo di incomprimibilita e le condizioni al contorno a parete (y = 0), si puo calcolare
la componente di velocita v(z,y) perpendicolare alla parete

v(x,y) = —In|l + y| + atan y (8.37)

Utilizzando le equazioni stazionarie di Navier-Stokes € possibile determinare il campo
di pressione P(z,y). La pressione (a meno di costanti di integrazione) e la derivata in
direzione x valutate a parete valgono

1
P(z,0) = —(22%—22)
op Re (8.38)
%(9370) = E(‘m_?)

Si noti che nel punto di separazione x5 = 1, la derivata P/dz(xs,0) = 2/Re & positiva
(come era logico attendersi, per la condizione necessaria di incipiente separazione).
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Esercizio 8 .15 — Separazione su parete piana. Si assuma che il profilo di velocita
u(z,y) dello strato limite sulla superficie di un corpo sia approssimabile con la

seguente legge
u=1-—eYV7

dove u e la velocita adimensionalizzata rispetto alla velocita esterna, x € la coordinata
adimensionale di parete localmente rettilinea e y la coordinata adimensionale in
direzione normale alla parete stessa. Determinare ’andamento dello spessore di
spostamento ¢ in funzione della coordinata x lungo la parete. Lo strato limite in
questione separa? Se si per quale valore di x?

(0(x) = y/z, lo strato limite non separa mai se non nel limite di z — 00) l

Soluzione
Concetti. Separazione. Spessori di strato limite.

5(z) = /OOO (1 - “g”) dy (8.39)

Svolgimento.
e Spessore di spostamento. Il profilo di velocita e gia adimensionalizzato sulla velocita
esterna. Utilizzando la definizione di spessore di spostamento, si ottiene:

@)= [ (1= u(w)) dy =

= [Ty -

- (8.40)
_ /O e VN gy =
_ eIV
= \/E[e v/ x]’yzo
E quindi: §(x) = \/x.
e Separazione. La condizione di separazione ¢ %Z y=0 = 0
6u 8 _e—1/2 _ a—1/2
- = _ oYy _ 1/2 —yzx
9y~ 0y {1 e } =z /e (8.41)
Si osserva che @‘ . non si annulla mai:
Oy ly=0
0 1
“ — (8.42)

aiyy=0:\/5






(9. Strato limite

Esercizio 9.16 — Spessori di strato limite: strato limite laminare. Dato il profilo di velocita,
determinare il rapporto di forma H.

y v .
) = ( 5(a) 52<x>> v = olo) (9.1)
Ulz) y > ()
(H =5/2) 5
Soluzione

Concetti. Spessori di strato limite. Rapporto di forma H = 7 /0.

Svolgimento. L’esercizio viene risolto calcolando prima gli integrali nelle definizioni
degli spessori di strato limite e poi il loro rapporto.
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Lo spessore di spostamento:
[ ()
_/ ( ( ))dy+/6:) (l—u[gi;i))dy_

=0 (9.3)
x 2
:/05( ) <1_25(yx)+52y(x)>dy:
_ %5@)
Lo spessore di quantita di moto:
5 _/O )) < utz&;)) dy
[ e LR 0T e e
=0
= %5(3:)

11 rapporto di forma vale quindi H = 5/2.
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Esercizio 9 .17 — Spessori di strato limite: strato limite turbolento. Dato il profilo di
velocita, determinare il rapporto di forma H.

y 7
u(z,y) _ (5(90)) y < o(x) (9.5)
1 y > o(x)

(H=9/7) m

Soluzione

Concetti. Spessori di strato limite. Rapporto di forma H = §;/ds.

> u(z, y))
0 = 1— d
> u(z,y) ( U(x,y)>
0 = 1— d
2() /0 U(z) Uz) )™
Svolgimento. L’esercizio viene risolto calcolando prima gli integrali nelle definizioni

degli spessori di strato limite e poi il loro rapporto.
Lo spessore di spostamento:

51=/°°<1— (T‘?)dy—
O P R (o) o o

=0
= 260(a)

(9.6)

Lo spessore di quantita di moto:
5y = /0 ” “((]‘E;g) (1 “(QE’ ?;)) dy
3(x) 4 x, © u(x, u(x,
- /0 [S(SL‘Z;) (1 (S( 3;)) dy + 8(z) é(ajg;) (1 B é(:xy))> dy = (9.8)

7
T T2

—0()

Il rapporto di forma vale quindi H = 9/7.
Osservazione. Questo profilo di velocita viene usato come approssimazione del profilo

di strato limite turbolento. Questo profilo ha 8“‘ =0 infinita, che implica sforzo a parete
infinito. Una formula per lo sforzo di parete, assomata a questo profilo di velocita é:

1

v 1
., = 0.0225pU2 9.9
K P <U6> ©-9)
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Esercizio 9 .18 — Equazione integrale di Von Karman. Dati p = 1.225l<:g/m3, v =
1079m?/s e velocita esterna U(x) = 1.45m/s, utilizzando le formule per il profilo
di velocita e sforzo a parete per lo strato limite turbolento, calcolare lo spessore d(x)
dello strato limite.

y %
u[(]:c,y) _ <5($)> y < d(z) (9.10)
(2) 1 y > o(x)
T = 0.0225p0 <;5) ! (9.11)
Soluzione

Concetti. Spessori di strato limite. Rapporto di forma. Coefficiente di attrito.
Equazione integrale di Von Karman.

Tw

= — 9.12
f %pUQ ( )
d52 52 dU(x) Cf
— 24+ H)=—+ .1
de  U(x) dx 2+H) 2 (9.13)

Svolgimento. Si calcolano gli spessori di strato limite d; e do, il raporto di forma H
e il coefficiente di attrico cs; poi si inseriscono nell’equazione integrale di Von Karman.
Poiche la velocita esterna non varia in x, il secondo termine si annulla.

Gli spessori di strato limite e il rapporto di forma hanno valore d; = éé, by = 7—725,
H=2

Il coefficiente di attrito vale:

Cfr = 77—10 =
f= %pUg -
1
2 v 1
= —0.02250U% [ — | = 9.14
pU? P (Ud) (9.14)

1
v 1
= 0.045 <U6>

Inserendo nell’equazione di Von Karman:

doy  cf 7 di(x) v\
4% _ ¢ i —0.0225 (2 1
iz 2 7 g 00 5(U6> (9.15)

Integrando tra 0 e x, avendo imposto §(0) = 0, si ottiene:

1

90 /v\4
=0.0225— (=

d(z) =0.0 57<U) x

(SIS

(9.16)
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Dalle equazioni di Prantdl per lo strato limite all’equazione integrale di VK.
L’equazione integrale di VK (9.13) viene ricavata integrando in y tra 0 e oo la componente
x della quantita di moto delle equazioni di Prandtl per lo strato limite

©  Hu 0~ H2qy 00 ,
/ i &Ed +/ v—d f/ 8 2dy /y:OUU (x)dy =0 (9.17)

(a) (c) (d)

dove & stata indicata con U(x) la velocita della corrente esterna allo strato limite. Si
calcolano ora i termini (c), (b). Da (c) si ricava un termine nel quale compare lo sforzo
tangenziale a parete 7,

o 2y ull”
/ » 6y( y)dy = —v oyl |
y=0

I1 termine (b) richiede un po’ di lavoro e attenzione in piu (IxP indica l'integrazione per
parti).

ou Tw ()
v—(x,0) =
ay( ) P

(9.18)

00 ou  Ju >
/y ) )y = (IxP g = o .
= v(x, 00)u(x, 00) — :c 0)u(z,0) — / —u = (u(m,oo) =U(z); — =
= vl + [ %u - (o0 = [ Sty =~ |
o0 ou ou
- /y:O U(x)%dy + /y:O 57 (L Y)ul(z, y)dy
(9.19)
Inserendo le espressioni (9.18), (9.19) nell’equazione (9.17), si ottiene:
b ou ou dU Tw
[ u? Uu) dU dU] Tw
—/ +u——u—|dy+ — =
dx dx p
—/ u—Uu}dy—dU/ [U—u]dy%—lﬂ:
335 dz p (9.20)
dU Tw
dx/o [u —Uu}dy—d— [U—u]dy%-f
(e (TR _ U] gy T
——dx<U(x)/0 U{l U}dy) U/ {1 }dy—%p
_d 2 / Tw ()
= [P@a(w)] — U@)U'(2)5)(2) + ,
Riassumendo,
d w
2 [P@n@] + V@U@ ) = 22 (9.21

p
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Infine espandendo i termini, ricordando la definizione di rapporto di forma H = d;/dq,
. . . Tw
coefficiente di attrito ¢y = T

3pU?

2UU&+U%}HRW&@_Tﬁ@

p@+mUW+W%=“f) (9.22)

U’ ’
2+ Hloo + 8y = 5 =

pU2 2
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Esercizio 9 .19 — Strato limite di Blasius e sforzo a parete. Ricavare le equazioni di
Prandtl dello strato limite laminare (hp...). Ricavare poi I'’equazione di Blasius per
lo strato limite laminare (hp...). Ricavare la soluzione con un metodo numerico: in
particolare, ricavare il valore di jing =0 da inserire nella formula dello sforzo viscoso a

parete (Shooting method ed iterazioni di Newton).
(¢"(0) = 0.332) .

Soluzione

Concetti. Equazioni di Prandtl. Equazione di Blasius. Soluzione in similitudine.
Shooting method.

Svolgimento. Le equazioni di Prandtl dello strato limite possono essere ricavate
tramite ragionamenti sugli ordini di grandezza delle grandezze fisiche.

U T Vg Vo = ) (9.23)

Sfruttando la definizione di funzione di corrente, l'ipotesi che U(z) sia costante, si

cerca una soluzione in similitudine delle equazioni di Prandtl. Siano n = y/d(z) e ¢ =

U(x)d(x)g(n), si ricava I'andamento dello spessore dello strato limite 6(z) = (/%7 e

I’equazione di Blasius

1
g/// i 5gg// -0 (9.24)
con le condizioni al contorno
9(0) =0

limn—mo g/(n) =1
La formula per lo sforzo viscoso a parete é:

ou 0%y U
Tw = N@’yzo = Haiy2|n:0 = Mmg”(o) (9.26)

Per risolvere ’equazione di Blasius con metodi numerici, si pud incontrare qualche
difficolta nell’imporre la condizione al contorno per n — oco. Tramite uno shooting method
si puo risolvere il problema ai valori al contorno, tramite la soluzione di problemi ai valori
iniziali insieme a un metodo per trovare gli zeri di una funzione (es. Newton). Il dominio
semi-infinito viene troncato. Il dominio numerico & quindi [0, 7]. L’equazione scalare di
terzo ordine, viene scritta come sistema del primo ordine. Invece di imporre la condizione
all’infinito, viene imposto il valore di ¢”(0) = . Si risolve l’equazione. Si trova il valore di
gpin 7. Si itera fino a quando il valore assoluto di F(a) = g},(7; @) — lim,— ¢'(n) non &
inferiore a una tolleranza stabilita.

Per esempio, partendo da a = 0.1, con una tolleranza tol = 1E — 09:

nlter g"(0) res

1 0.1000 5.508e-01
2 0.2836 9.975e-02
3 0.3308 2.575e-03
4 0.3320 1.660e-06
5 0.3320 1.804e-12
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Esercizio 9 .20 — Strato limite di Blasius: resistenza di una lamina. Nell’ipotesi che il
problema possa essere approssimato con le equazioni bidimensionali dello strato limite
con velocita asintotica costante (Blasius), determinare la resistenza (di attrito) di una
lamina piana di lunghezza [ e larghezza h. ]

Soluzione

Concetti. Strato limite laminare. Equazione di Blasius.

Svolgimento. Nell’ipotesi in cui si possa utilizzare la soluzione di Blasius, considerata
omogenea in apertura, la resistenza di attrito ¢

! U !
D= 2h/0 Tw(x)dx = (Tw = umg (O))
! VT
= Zgll(O)uhU/o 5(1:U)d:v = (5(:1:) = U)
Ut (9.27)
= 2¢"(0) 7 ﬁdm =
= 49”(0)7MhﬂU%

NG

Alcune osservazioni.

e A parita di superficie, conviene una lamina lunga o larga? Sempre?
e Avviene transizione?

e Commentare risultati, in caso avvenga transizione a turbolenza.
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Esercizio 9 .21 — Strato limite di Bla-
sius 3D. Nella figura accanto una la-
stra piana di corda ¢ = 30 cm, aper-
tura b = 75 cm e spessore trascurabi-
le e investita da una corrente ester-
na d’aria (p = 1.225 kg/m3, p =
1.76 x 10~ kg/(ms)) uniforme in cor-
da e variabile in apertura secondo la

legge z . |
_ 2/3 U |
Un(z) = Un(2)i =T (g) 2 e R -
con U = 5 m/s. Assumendo la corren-
te laminare, stazionaria e bidimensio-

nale su ciascuna sezione z in apertura,

e potendone approssimare lo strato li- — "

mite attraverso la soluzione di Blasius,

si richiede di:

2.1) calcolare la resistenza D del-
la lastra ed il corrispondente -~ _L_______ | _ ¥ _
momento allincastro My; —.

2.2) calcolare il rapporto di forma
H = 6*/6. calcolare lo spessore
di spostamento §* e di quanti-
ta di moto A dello strato limite
al bordo d’uscita della lamina
con riferimento alla sezione di
mezzeria.

Soluzione

Concetti. Soluzione di Blasius dello strato limite. Spessori di strato limite.

Svolgimento. Il problema viene risolto usando la soluzione in similitudine di Blasius
dello strato limite.

(9.28)

e Per il calcolo della resistenza e del momento alla radice & necessario calcolare lo sforzo
a parete sulla lamina piana 7, (z, z). La resistenza ¢ 'integrale di 7,, sulla superficie;
il momento M, & I'integrale di z7,(z, 2) esteso alla superficie (viene fatta 'ipotesi
che I'unica componente dello sforzo a parete sia diretta lungo x).

o Gli spessori di strato limite sono funzione di (z, z).
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Usando le relazioni dello strato limite di Blasius, si trova

5o -/Ooo(1 B g/(n(y)))dy = (5($) /000(1; g/(n))dn (9'30)

o= /ooo g1 —g'(ny)dy = 5(@/0 g' ()1 —g'(n))dn

Per lo spessore di spostamento si ha:

5" = 8(a) [ (=g )y =
=0(z)[n —gllg” = (9(0) = 0)
=0(z) lim [n —g(m)] = (lim [n—g(n)] = 1.721) 9.31)
=1.721-6 = (0 = /vz/U)
= 1721 77

Per lo spessore di quantita di moto:

e—&w@/” ()1 — g (n))dn =

—5/ n)dy — 5/

9IF =8 [~ g ndn = (9(0) =0 ¢ IxP)

=0 lim_g(n) -0 / OO[(gg’)' —gg"]dn = (eq. di Blasius: %gg” +4" =0)

=6 lim gn) — 3log/)IF — [~ 29"dn = (9(0) = 0)

=0 lim g(n) =6 lim g(n)g'(n) = 25[¢"(MII5" = (lim g'(n) =1, lim ¢"(n) = 0)
= ( 2)g"(0) =
= 066477

(9.32)

Il rapporto di forma vale quindi H = §*/0 = 1.721/0.664, cioe H = 2.59.
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—y/ 6(x)

n

[

2 0 2

4 8 10
9(n)

(a) Grafico di g(n): per n — oo
g ha derivata uguale a 1; l’in-
tersezione dell’asintoto con l'as-

se orizzontale avviene per g(0) =
1.721.

=y 5x)
o - M w s a o N @ o

n

(b) Grafico di ¢'(n): rappresen-
ta il profilo adimensionale dela
velocita. Per n — oo ¢'(n) — 1.

005 0 005 01 015 02 025 03 035
g'(n)

(c) Grafico di g”(n): & legato alla
derivata parziale Ju/9dy. Per de-
terminare lo sforzo a parete & ne-
cessario trovare il valore di g”(0):
g"(0) =0.332






[10. Turbolenza

Esercizio 10.22 — Getto piano turbolento. Cal-
colare la soluzione in similitudine per un getto
turbolento piano.

|

Concetti. Equazioni mediate di Reynolds.
Equazioni di Prandtl per lo strato limite turbolen-
to. Correnti debolmente non parallele. Soluzioni
in similitudine. Entrainment.

Soluzione

Si descrive schematicamente il procedimento:

y/D
bbb Lo anvws o
T T

e & A
0 5 10
x/D

e Il problema turbolento viene descritto dalle equazioni mediate di Reynolds.
e I problemi di strato limite possono essere ben descritti dalle equazioni di Prandtl,
ricavabili grazie a ragionamenti sugli ordini di grandezza, analoghe alle equazioni di

Prantdl laminari.

e Viene introdotta una variabile di similitudine n; si ipotizza la forma della soluzione:

u="Uof, (u'v') =Usg

e Vengono calcolati i flussi integrali di massa, quantita di moto ed energia cinetica.

e Siinserisce l'ansatz sulla soluzione nelle equazioni di Prandtl per ottenere un’equazione
per i profili similari di velocita f e degli sforzi turbolenti g. Si ricava ’'andamento dello
spessore dello §(z)“strato limite”, necessario affinché esista una soluzione similare.

e Per ottenere una equazione chiusa, si introduce l'ipotesi di Boussinesq, che lega f e
g. Infine si risolve, con le opportune condizioni al contorno, I’equazione in f.

Svolgimento.
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e Il punto di partenza del problema sono le equazioni mediate di Reynolds (RANS)

1
— —V2U+VP=0

{(U-V)U+V-<U’®U’> e (10.1)

V-U=0

ottenibili inserendo la decomposizione di Reynolds delle variabili in moto medio e
fluttuazione u = U + v all’interno delle equazioni di Navier-Stokes.

Se si considera un problema bidimensionale (per le grandezze medie), le RANS in
coordinate cartesiane sono

pQU U | ) otww) 1 (U OUN 0P

Ox Oy Ox Oy Re \ 0x2 = 0y2 or

ov av oWy o)y 1 [0V 9%V oP 10.2
U%Jrva—er 5z oy Rel\a 'z +8—y_0 (10.2)
o v,

ox Oy

Per problemi “di strato limite” le equazioni RANS possono essere semplificate,
considerando gli ordini di grandezza delle coordinate e dei campi che compaiono
all'interno delle equazioni. Per la regione “interna” (la lunghezza caratteristica in y &
“molto minore” di quella in x), assumendo che la pressione “esterna” sia costante e
trascurando i termini di fluttuazione con contributo minore

oU ou o 1 0°U 0P
gl 00U | oY) s+ o =

63;2 oy oy Re 0y Ox
I0% opr

() + =0 (10.3)

dy Oy
o', ov’
oxr Oy

0

Da queste prime semplificazioni, a differenza delle equazioni di strato limite per il
caso laminare, la pressione non & funzione solo della coordinata x, ma P + (v/?) &
funzione solo di z. Con ulteriori considerazioni sui termini di fluttuazione nel caso di
getti, & possibile scrivere in prima approssimazione

oUu ou o'y 1 9*U 0

U8x+V8y+ Oy Re 0y2

P(z) + (v"?) = Py(z) (10.4)
ou oV 0

Ox * oy

con Py(z) la pressione del problema esterno. Le fluttuazioni nel problema esterno
sono considerate nulle.

Prima di procedere con la ricerca di soluzioni in similitudine, viene fatta 1'ultima
ipotesi: consideriamo numeri di Reynolds sufficientemente alti da rendere trascurabile
Ieffetto degli sforzi viscosi del moto medio rispetto agli effetti delle fluttuazioni.

ou oUu  o{u'v)
P@) + (o?) = Po(a) (10.5)

ou v

oz Ty Y
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e Partendo dalle equazioni di Prandtl turbolente semplificate, si introduce la variabile
di similitudine

n= m (10.6)

con d(x) una grandezza caratteristica (convenzionale) della sezione del getto; si
ipotizzano poi il profilo di velocita della componente = della velocita e del termine di
fluttuazione (u'v’):

U(z,y) = Uof(n(z,y))

I 2 (10.7)

(u'v)(z,y) = Uyg(n(z, y))
Si calcola la derivata parziale di U in x, che verra usata in seguito:
ou , 8 (x) .,
S = Usla) 1) = o) 22 1) =
(10.8)
5/
— Uj(a)1(0) ~ (o) 301 )

Tramite il vincolo di incomprimibilita si ricava la forma della componente V' della
velocita. Nel trasformare l'integrale su y in un integrale su 7, si usa y = §(x)n,
dé = 6(x)dx.

_ [P V@ U
v(x,y)—@/go 5y 0= /50 @ _

= /X no [Ué(x)f(x)—Uo(m)i((?)X 700 8(@)ay = (109)

—— [ @700 - Vo) @ ) d

e Prima di scrivere le equazioni di Prandtl per le variabili adimensionali, conviene
calcolare il flusso di quantita di moto in direzione z attraverso dei piani verticali.
Questo consente di trovare una relazione tra Uy e § da usare in seguito.

o

Q=p U*(x, y)dy (10.10)

Yy=—00
Si calcola la derivata in direzione x di @, usando le equazione di Prandtl della
componente x della quantita di moto:

aQ — d

dv d:z:p

0o 0o 2 0o 1,0
/ oU _p/ UV o),
Yy Y

U? dy = ——dy = —_
(z,y)dy —dy N » 3y

=—00 Yy=—00

(10.11)

se si considera un fluido in quiete all’infinito. Utilizzando i profili in similitudine

dQ d [ 9
0=—=— Udy =
dx dx/y:oo y

P - (10.12)
= i (@) [~ oy
Deve quindi essere %(Ugé) =0, cioe
WU+ UGS =0 = 55{3 = —%5’ (10.13)
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e Inseriamo ora la forma di U, V, (u/v') espresse in termini della variabile e delle
funzioni di similitudine nella componente = dell’equazione della quantita di moto.

2
3@V ()00 — Uala)d @S (0] ] 27+ 2 =0

(10.14)

ot [v31 - vt |- [ [

=0

5
Moltiplicando per i integrando per parti I'integrale che contiene nf'(n)
0

n n
&' f () /0 FOQ)dx +g'(n) = 0

U(I] 2 / ! U(/) / K ! gl
S = dnff o f /0 e 95" (n) DS 00|

(10.15)

Usando la relazione tra Uy e § trovata al punto precedente ¢ possibile scrivere
I’equazione come

55@ [+ ') [

N (X)dx] =g'(n) (10.16)

Affinche sia possibile trovare una soluzione in similitudine, non ci possono essere
coefficienti dipendenti da x o y se non tramite 7. Deve quindi essere:

§(z) =9 = d(z) = S(z — =0) (10.17)

Seguendo questo procedimento € stato possibile ottenere una stima dell’evoluzione in x
della grandezza trasversale caratteristica d(x): la grandezza trasversale caratteristica
di un getto turbolento & lineare in x. Dalla costanza del flusso di quantita di moto
Ug(z)d(z) = cost e quindi la velocita caratteristica del getto evolve come

Up(z) ~ x /2 (10.18)

e Come fatto in precedenza per il flusso di quantita di moto (costante in z), vengono
calcolate le derivate in x dei flussi di massa e di energia cinetica del moto medio
per la soluzione in similitudine attraverso piani perpendicolari all’asse x. Il flusso di

massa M e:
sz/ Udy:on(x)fS(x)/ fmydn ~
Yy=—00 N=——00
(10.19)
ﬂwx_1/2>0, per z >0
dx

Il flusso di massa aumenta allontanandosi dall’ugello. Il getto riesce a “trascinare”
anche del fluido che non esce dall’ugello (entrainment). Il flusso di energia cinetica
del moto medio é:

1 oo 1 o0 ~
E=2p Uldy = *pUé)’(w)5(w‘)/ F(n)dn ~ z=1/?
2 Yy=—00 2 nN=—00
(10.20)
dE

—N—a:’3/2<0, per z >0
dr
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Il flusso di energia cinetica del moto medio diminuisce allontanandosi dall’ugello,
nonostante ’equazioni utilizzate nella soluzione in similitudine non contengano il
termine dissipativo degli sforzi viscosi, che quindi non puo avere nessuna influenza
sulla diminuzione di energia cinetica del moto medio: ’energia del moto medio viene
trasferita alle fluttuazioni di velocita. Scrivendo le equazioni di bilancio dell’energia
cinetica del moto medio e dell’energia cinetica delle fluttuazioni (energia turbolenta)
si trovano due termini opposti: il termine che in generale fa diminuire l’energia
cinetica del moto medio, si trova nell’equazione dell’energia turbolenta con segno
opposto.

Nell’eq. 10.15, anche dopo aver sostituito ¢’ = S, rimangono due equazioni incognite
f(m), g(n). Cosi come le RANS non sono un problema chiuso, anche il problema
semplificato non & chiuso. Per ottenere una soluzione si puo introdurre I'ipotesi di
Boussinesq (validita di questa ipotesi? Nessuna giustificazione rigorosa ...) per
esprimere il termine di fluttuazioni in funzione del moto medio. Per il getto piano,
I'ipotesi di Boussinesq si riduce a

—(u'v'y = uTgZ (10.21)

avendo indicato con vp la viscosita turbolenta.

~Ugg(n) = VT;(;O) () (10.22)
g(n) = —mﬂn) (10.23)
(10.24)

Fatte gia molte ipotesi (non tutte con fondamento fisico), facciamo 'ultima ipotesi
che consente di ottenere una soluzione in forma chiusa del problema. Si ipotizza che

A~ vr

Dp = Do) @ ~ cost = g(n) = —vrf'(n) (10.25)

La validita di queste ipotesi andra controllata a posteriori.
L’equazione in f(n) diventa:

1 " )
35 |2+ £ [1 feod| = -prs" o) (10.26)
Si introduce la funzione F(n) = ;(7:0 f(x)dx per eliminare il termine integrale e

ottenere un’equazione differenziale in F(n) (osservare che F'(n) = f(n) e F(0) =0
poiché I'intervallo di integrazione ha dimensione nulla):

1

55 (P2 + F'F) = —ipF" (10.27)
%S (F'F) = —opF" (10.28)
(10.29)
Le condizioni di simmetria sull’asse del getto sono
ou / 1
—(x,y=0=0 = f(n=0=0 = F'(n=0)=0 (10.30)

Jy
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\/’7\
3 4 5

Profilo di velocita similare f(n) in variabile di similitudine 7.

Si integra ora due volte. Dopo aver integrato la prima volta, la prima costante di
integrazione ¢ nulla dalle condizioni F'(0) = 0, F”(0) = 0. Si integra la seconda volta
e si definisce la velocita di riferimento Up(z) (fino ad ora generica) con la condizione
F’(0) = f(0) = 1: ricordando U(xz,y) = Up(x)f(n(z,y)), si ottiene che Uy(x) & la
velocita sull’asse (y = 0, n = 0).

1 c
55 FFm) +0orF' () =C =0 ((F*) =2FF)
1
ZS(FQ)’ +0pF" =0 (integrare...) (10.31)
Fo- 2 gy pfQy S
40 4or

Integrando un’ultima volta si ottiene la soluzione F'(n), la cui derivata f(n) & il profilo
in similitudine della velocita U
1 Ulz,y)

F(n) = étanh (am) = f(n) = cosh? (o) = To() (10.32)

S
con o = .
4Dp

Mancano da determinare i valori delle costanti che compaiono nella soluzione, ottenibili
usando dei confronti con le misure sperimentali e introducendo una definizione per
la dimensione di riferimento §(x) della dimensione trasversale del getto: di solito si
definisce 0(x) = 7y /9(x) 'ordinata in cui la velocita U(z, d(z)) & la meta della velocita
sull’asse (o sul piano di simmetria), cioe

Uz, o) = %U(x,O) _ %Uo(:c) (10.33)

Per questa scelta di 6(z) il coefficiente S risulta S ~ 0.1.



(Bibliography







(Indice analitico

Aerodinamica. .........oo ... 133
Bilanci ... 45
Cinematica ..........coovviiiiinn.. 27
Similitudine . ... ... 119
Soluzioni esatte...........coovviii... 93
Statica. ..o 7
Strato limite.......... ... .. ... 151
Tensione superficiale ................... 21
Teorema di Bernoulli .................. 77

Turbolenza ........................... 163



	Parte I — Esercizi
	1 Statica
	2 Tensione superficiale
	3 Cinematica
	3.1 Descrizione integrale lagrangiana ed euleriana
	3.2 Descrizione puntuale lagrangiana ed euleriana
	3.3 Velocità di traslazione, rotazione e deformazione
	3.4 Curve caratteristiche

	4 Bilanci
	4.1 Bilanci in forma integrale
	4.2 Bilanci in forma differenziale
	4.3 Relazioni di salto
	4.4 Introduzione agli esercizi

	5 Teorema di Bernoulli
	6 Soluzioni esatte
	6.1 Introduzione e linee guida per la soluzione dei problemi

	7 Similitudine
	7.1 Teorema di Buckingham
	7.2 Equazioni di Navier–Stokes incomprimibili in forma adimensionale
	7.3 Equazioni di Navier–Stokes e numero di Mach
	7.4 Equazioni di Boussinesq e numeri di Prandtl, Nusselt e Grashof

	8 Aerodinamica
	9 Strato limite
	10 Turbolenza
	Bibliography
	Index


